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Sommario



Reti Combinatorie: Sintesi
◮ Supponiamo di voler 
ostruire una rete 
ombinatoria 
hesoddis� 
erte proprietà.
◮ Prima di tutto: 
ome possiamo spe
i�
are il 
omportanento
he la rete 
ombinatoria deve avere?
◮ Ciò 
he 
i interessa è il suo 
omportamento funzionale.

◮ La rete 
ombinatoria dovrà avere un 
erto numero m dientrate.
◮ La rete 
ombinatoria dovrà avere un 
erto numero n di us
ite.
◮ Il suo 
omportamento atteso sarà poi spe
i�
ato tramite nfunzioni booleane in m variabili.

◮ Sappiamo poi 
he data una funzione booleana esiste sempre ilmodo di 
ostruire un'espressione booleana ad essa
orrispondente e, da quest'ultima, si passa fa
ilmente ad unarete 
ombinatoria.
◮ Non è però 
hiaro se il numero totale di porte logi
heimpiegate sia in qual
he senso minimale.
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Mintermini
◮ Fissato un insieme {A1, . . . ,An} di variabili booleane, unmintermine è un prodotto di letterali nel quale tutte levariabili appaiono esattamente una volta.

◮ Ad esempio, se l'insieme di variabili di riferimento è
{A,B ,C ,D}, allora ABCD e A BCD sono mintermini, mentreA+ BCD e ACD non lo sono.

◮ Ogni mintermine è in 
orrispondenza 
on un assegnamentodi verità alle variabili.
◮ Ogni mintermine ha valore 1 se si 
onsidera l'assegnamento adesso 
orrispondente, mentre ha valore 0 in qualunque altroassegnamento di verità.

◮ Cias
un mintermine è solitamente indi
ato 
on mj , dove j è ilnumero naturale rappresentato dall'assegnamento di verità
orrispondente al mintermine.
◮ Date n variabili, esistono 2n mintermini distinti.



Mintermini: Esempio
A B C m0 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m70 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 A B C m00 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 A BC m10 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 A B C m20 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 A B C m31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 A B C m41 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 A B C m51 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 A B C m61 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 A B C m7



Maxtermini
◮ Il 
on
etto di maxtermine è duale a quello di mintermine.
◮ Fissato un insieme {A1, . . . ,An} di variabili booleane, unmaxtermine è una somma di letterali nel quale tutte levariabili appaiono esattamente una volta.

◮ Ad esempio, se l'insieme di variabili di riferimento è {A,B ,C},allora A+ B + C e A+ B + C sono maxtermini, mentreA+ B + C + D e AB + C non lo sono.
◮ Ogni maxtermine è in 
orrispondenza 
on un assegnamento diverità alle variabili.

◮ Dualmente a 
iò 
he su

ede per i mintermini, ognimaxtermine ha valore 0 se si 
onsidera l'assegnamento ad esso
orrispondente, mentre ha valore 1 in qualunque altroassegnamento di verità.
◮ Cias
un maxtermine è solitamente indi
ato 
on Mj , dove j è ilnumero naturale rappresentato dall'assegnamento di verità
orrispondente al maxtermine.
◮ Analogamente al 
aso dei mintermini, date n variabili, esistono2n maxtermini distinti.



Maxtermini: Esempio
A B C M0 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M70 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 A + B + C M00 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 A + B + C M10 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 A + B + C M20 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 A + B + C M31 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 A + B + C M41 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 A + B + C M51 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 A + B + C M61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 A + B + C M7



Somme di Mintermini
◮ Sappiamo già 
he ogni funzione può essere espressa 
omesomma di mintermini in modo univo
o.
◮ Se un'espressione è esprimibile 
ome una sommami1 +mi2 + . . . +min di mintermini, indi
heremo taleespressione 
on ∑m(i1, i2, . . . , in).

◮ Per esempio, se lavoriamo 
on tre variabili A, B e C , la sommadi mintermini A B C +A B C +ABC , ovvero m0 +m2 +m5 sipuò s
rivere an
he ∑m(0, 2, 5).
◮ Se una funzione booleana si può esprimere 
ome somma dimintermini ∑m(i1, i2, . . . , in), allora il suo 
omplemento sipuò esprimere an
h'essa tramite la somma di mintermini∑m(j1, j2, . . . , jk ), dove gli indi
i j1, . . . , jk sono tutti e soli gliindi
i 
he non 
ompaiono nella sequenza i1, i2, . . . , in.

◮ Un'espressione per il 
omplemento della funzione des
rittanell'esempio pre
edente è ∑m(1, 3, 4, 6, 7).
◮ Si osservi 
ome la somma di tutti i possibili mintermini siaequivalente alla 
ostante 1.



Prodotti di Maxtermini
◮ Osserviamo innanzitutto 
ome per ogni j l'espressione mj siaequivalente a Mj e, vi
eversa, 
ome Mj sia equivalente a mj .
◮ Se una funzione booleana si può esprimere 
ome somma dimintermini ∑m(i1, i2, . . . , in), allora si può esprimere an
hetremite l'espressione

∑m(j1, j2, . . . , jk),dove gli indi
i j1, . . . , jk sono tutti e soli gli indi
i 
he non
ompaiono nella sequenza i1, i2, . . . , in.
◮ Ma a questo punto osserviamo 
ome

∑m(j1, j2, . . . , jk ) = mj1 +mj2 + . . . +mjk
= mj1 ·mj2 · . . . ·mjk
= Mj1 ·Mj2 · . . . ·Mjk .Il prodotto ottenuto, detto prodotto di maxtermini, èindi
ato spesso 
om ∏M(j1, j2, . . . , jk) ed è unarappresentazione 
anoni
a della funzione di partenza.



Somme di Prodotti
◮ Le somme di mintermini si possono generalizzare a somme diprodotti di letterali 
he non siano ne
essariamente somme dimintermini.
◮ Una somma di prodotti �sempli
e� per una 
erta funzione puòessere ottenuta manipolando algebri
amente la relativa sommadi mintermini:

◮ Ad esempio:ABC + ABC + ABC = ABC + AB(C + C )

= ABC + AB
= A(BC + B)

= A((B + B)(C + B))

= A(C + B) = AC + AB
◮ Il 
ir
uito logi
o relativo ad una somma di prodotti 
onsiste inun gruppo di porte AND seguite da una porta OR.

◮ Ad esempio:



Prodotti Di Somme
◮ Dualmente alle somme di prodotti, possiamo 
ostruireprodotti di somme di letterali 
he non siano ne
essariamenteprodotti di maxtermini.
◮ An
he in questo 
aso la manipolazione algebri
a può aiutar
i aottenere un prodotto di somme sempli
e a partire da unprodotto di maxtermini:

◮ Ad esempio:
(A+ B + C )(A+ B + C )(A+ B + C )(A+ B + C )(A+ B + C )

= (A+ B)(C + C )(A+ B)(C + C )(A+ B + C )

= A(B + B)(A + B + C )

= AA+ A(B + C )

= A(B + C )

◮ Il 
ir
uito logi
o relativo ad un prodotto di somme 
onsiste inun gruppo di porte OR seguite da una porta AND.
◮ Ad esempio:



Implementazioni a Due Livelli
◮ Nel 
aso dei 
ir
uiti relativi a somme di prodotti e a prodotti disomme si parla di implementazioni a due livelli.
◮ In generale, potremmo avere a 
he fare 
on 
ir
uiti 
he nonpossono essere espressi su due livelli, ma è 
hiaro 
he leimplementazioni a due livelli siano 
omunque universiali.
◮ De
idere se utilizzare un'implementazione a due livelli oppuremultilivello (tre o più livelli) è una de
isione 
riti
a a livelloprogettuale.
◮ Nel seguito des
riveremo una te
ni
a di sempli�
azione per leimplementazioni a due livelli.

◮ Si può 
omunque utilizzare la sempli�
azione algebri
a, 
omegià anti
ipato.
◮ Tale te
ni
a, però, risulta di di�
ile implementazione. Inparti
olare, è di�
ile determinare se è stata ottenutal'espressione più sempli
e.
◮ Verranno inve
e utilizzate le mappe di Karnaugh, 
he o�ronouna pro
edura diretta per la sempli�
azione di funzionidipendenti da al più quattro variabili.



Mappe di Karnaugh
◮ In una mappa di Karnaugh si può spe
i�
are la tabella diverità di una funzione booleana.
◮ Ad ogni 
asella della mappa di Karnaugh 
orrisponde unassegnamento di verità
◮ A di�erenza di 
iò 
he su

ede 
on le tabelle di verità, nellemappe di Karnaugh, l'adia
enza �si
a tra le 
elle 
orrispondeall'adia
enza logi
a dei 
orrispondenti assegnamenti di verità

◮ In altre parole, 
elle tra loro adia
enti 
orrispondono adassegnamenti di verità alle variabili 
he di�eris
ano nel valoreassegnato ad una singola variabile.
◮ Esistono al
une pi

ole di�erenze tra i vari stili dirappresentazione delle mappe di Karnaugh.

◮ In questo senso, è bene essere su�
ientemente �essibili edessere in grado di lavorare 
on qualunque stile.
◮ Nei lu
idi, utilizzeremo in parti
oare uno stile leggermentediverso da quello utilizzato nel libro.



Mappa di Karnaugh a Due Variabili: Esempio
AB 1 11 0A

B A B F0 0 10 1 11 0 11 1 0



Mappa di Karnaugh a Tre Variabili: Esempio
ABC 1 10 0 11 01

A
B

C A B C F0 0 0 10 0 1 10 1 0 00 1 1 01 0 0 11 0 1 11 1 0 01 1 1 1



Mappa di Karnaugh a Quattro Variabili: Esempio
ABCD 1 11 0 01 100 11 0 01 10A

B
C

D



Raggruppamenti
◮ Sappiamo 
he ogni 
ella di una mappa di Karnaugh 
orrispondead un assegnamento di valore di verità alle variabili booleane.

◮ ...e quindi a un mintermine e a un maxtermine.
◮ Consideriamo ora una mappa di Karnaugh a n variabili es
egliamo k ≤ n tra quelle in gio
o.
◮ Supponiamo 
he le k variabili s
elte assumano ognuna unvalore binario �ssato a priori, mentre le altre n − k possanoprendere qualunque valore binario.
◮ In questo modo abbiamo impli
itamente de�nito un insieme diassegnamenti di verità, 
ui 
orrisponderà una regione (insiemedi 
elle) della mappa di Karnaugh, 
he 
hiamiamoraggruppamento (o rettangolo, o a

oppiamento).
◮ In analogia 
on quanto avviene nei mintermini e neimaxtermini, possiamo asso
iare ad ogni raggruppamento:

◮ Un prodotto di letterali 
he vale 1 solo negli assegnamenti delraggruppamento.
◮ Una somma di letterali, 
he vale 0 solo negli assegnamenti delraggruppamento.



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C

D

Prodotto Corrispondente: CDSomma Corrispondente: C + D



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C

D

Prodotto Corrispondente: ACSomma Corrispondente: A+ C



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C

D

Prodotto Corrispondente: A CDSomma Corrispondente: A+ C + D



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C

D

Prodotto Corrispondente: CDSomma Corrispondente: C + D



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C

D

Prodotto Corrispondente: C DSomma Corrispondente: C + D



Sempli�
azione: Pro
edura Informale
◮ Supponiamo di avere a disposizione una mappa di Karnaughrelativa ad una funzione booleana.
◮ Supponiamo di rius
ire a trovare una 
opertura per tutti gli 1presenti nella mappa, ossia un insieme di raggruppamenti tali
he:

◮ Tutti gli 1 presenti nella mappa 
ompaiano all'interno dialmeno un raggruppamento nell'insieme.
◮ Nessuno raggruppamento 
ontenga una 
ella valorizzata a 0.

◮ In tal modo, abbiamo impli
itamente trovato una somma diprodotti per la funzione di partenza: basterà 
onsiderare lasomma dei prodotti 
orrispondenti a tutti i raggruppamentidell'insieme.
◮ Non è però detto 
he la 
opertura 
he abbiamo 
ostruito siaottimale, ossia 
ontenga un numero minimo diraggruppamenti.
◮ Una 
opertura per tutti gli 1 si può però sempre determinare:

◮ Basta 
onsiderare ogni 
ella valorizzata a 1 
ome unraggruppamento, ottenendo 
osì una somma di mintermini.



Sempli�
azione: Pro
edura Informale
◮ La pro
edura 
he abbiamo appena des
ritto può esserefa
ilmente generalizzata al 
aso duale, quello in 
uil'espressione prodotta è un prodotto di somme di letterali.
◮ Siamo in questo 
aso interessati ad una 
opertura per tutti gli0 presenti nella mappa, ossia un insieme di raggruppamenti tali
he:

◮ Tutti gli 0 presenti nella mappa 
ompaiano all'interno dialmeno un raggruppamento
◮ Nessuno raggruppamento 
ontenga una 
ella valorizzata a 1.

◮ Per ottenere un prodotto di somme 
orrispondente allafunzione basterà in questo 
aso 
onsiderare il prodotto
orrispondente a tutti i raggruppamenti dell'insieme (ognunodei quali, sappiamo, 
orrisponde ad una somma).
◮ An
he in questo 
aso la 
opertura prodotta può non essereottimale, ma si può sempre 
ostruire una 
opertura
orrispondente ad un prodotto di maxtermini.



Esempio di Sempli�
azioneABCD 1 10 1 11 01
1 10 1 11 00A

B
C

D

Somma di Prodotti: C + BD + AD



Esempio di Sempli�
azioneABCD 1 10 1 11 01
1 10 1 11 00A

B
C

D

Prodotto di Somme: (C + D)(A + B + C )



Impli
anti
◮ A questo punto, abbiamo bisogno di dare un 
erto numero dinozioni. Supponiamo data una funzione booleana F .
◮ Un impli
ante è un prodotto di letterali E tale 
he la funzioneF vale 1 ogniqualvolta E vale 1.

◮ Possiamo pensare ad un impli
ante 
ome ad unraggruppamento della mappa di Karnaugh di F 
he 
ontenentasolo 1.
◮ Un primo impli
ante è un impli
ante E tale 
he la rimozionedi un letterale da E dà luogo ad un prodotto 
he non è unimpli
ante.

◮ Dal punto di vista delle mappe di Karnaugh, un primoimpli
ante è un impli
ante 
he non è interamente 
ontenuto innessun altro impli
ante.
◮ Se un 
erto assegnamento di verità rende vera F ed esiste ununi
o primo impli
ante E 
he è vero in 
orrispondenza di taleassegnamento, allora E è un primo impli
ante essenziale.

◮ Se esiste una 
ella della mappa di Karnaugh di F 
he èvalorizzata a 1 e 
he è in
lusa in un solo primo impli
ante, taleraggruppamento è un primo impli
ante essenziale.



Sempli�
azione in Somma di Prodotti: Pro
edura Formale
◮ Esiste una pro
edura formale per la sempli�
azione di unamappa di Karnaugh in una somma di prodotti:1. Prima di tutto, o

orre determinare tutti i primi impli
anti.

◮ Nella mappa di Karnaugh, basterà determinare tutti iraggruppamenti 
ontenenti soltanto 
elle valorizzate 
on 1 e
he non sono in
lusi in altri raggruppamenti dello stesso tipo.2. O

orre poi isolare i primi impli
anti essenziali.
◮ Nella mappa di Karnaugh, bisognerà 
apire quali tra i primiimpli
anti 
ontengono soltanto 
elle 
ontentute in altri primiimpli
anti. Tali impli
anti non sono essenziali e vanno s
artati.3. L'espressione sempli�
ata si ottiene 
ome somma logi
a deiprodotti 
orrispondenti ai primi impli
anti essenziali e adeventuali primi impli
anti non essenziali, ma ne
essari adottenere una 
opertura.
◮ O

orre assi
urarsi 
he ogni primo impli
ante non essenzialein
luso nella somma 
ontenga una 
ella valorizzata a 1 non
ontenuta in nessun altro primo impli
ante in
luso nellasomma.



Esempio: Primi Impli
antiABCD 1 00 1 00 00
0 01 1 11 01A

B
C

D



Esempio: Primi Impli
anti EssenzialiABCD 1 00 1 00 00
0 01 1 11 01A

B
C

D



Esempio: Prima PossibilitàABCD 1 00 1 00 00
0 01 1 11 01A

B
C

D

A B C D + ABC + BCD + ABC + ACD



Esempio: Se
onda PossibilitàABCD 1 00 1 00 00
0 01 1 11 01A

B
C

D

A B C D + ABC + BCD + ABC + ABD



Sempli�
azione in Prodotto di Somme: Pro
edura Formale
◮ Se o

orre 
ostruire un prodotto di somme anzi
hé una sommadi prodotti, si possono sfruttare al solito le proprietàdell'algebra di Boole.
◮ Data una funzione booleana F , si 
onsidera il suo
omplemento F .

◮ Una mappa di Karnaugh per F è fa
ilmente ottenibile da unamappa per la funzione di partenza: basta invertire 
ias
un bit.
◮ Si appli
a poi alla mappa di Karnaugh per F la pro
edura disempli�
azione, ottenendo una somma di prodotti.

◮ Non è ne
essario modi�
are la mappa di Karnaugh di F .
◮ Appli
ando poi le proprietà di De Morgan e di doppianegazione, sarà sempli
e trasformare l'espressione ottenuta inun prodotto di somme per F .

◮ Ad esempio, se F = AB + BCD, alloraF = F = AB + BCD
= AB · BCD
= (A+ B)(B + C + D)

= (A+ B)(B + C + D)



Condizioni di Non-Spe
i�
azione
◮ Spesso su

ede 
he una funzione booleana, vista 
omespe
i�
a di una rete 
ombinatoria, non sia 
ompletamentespe
i�
ata, ossia 
he ad al
uni assegnamenti di valori diverità alle variabili non 
orrisponda nessun valore di verità.
◮ Ciò si può veri�
are in almeno due situazioni:

◮ Al
uni possibili input non si presentano mai in prati
a e, di
onseguenza, non è rilevante il valore dell'output.
◮ La rete 
ombinatoria su al
uni input può produrreindi�erentemente uno dei due valori in output.

◮ Il fatto 
he una funzione non è spe
i�
ata in 
orrispondenza diun assegnamento di valori di verità alle variabili è indi
ato dauna X nella 
orrispondente 
ella della relativa mappa diKarnaugh.
◮ Nella fase di sempli�
azione, poi, le X possono assumereindi�erentemente i valori 0 e 1. La s
elta dipende da qualedelle due possibilità genera l'espressione più sempli
e.

◮ L'espressione ottenuta assumerà valori ben pre
isi an
he in
orrispondenza agli assegnamenti 
ui la funzione di partenzanon fa
eva 
orrispondere un valore di verità.



Condizioni di Non-Spe
i�
azione: EsempioABCD X 1X 1 0X 01
0 00 1 00 01A

B
C

D

Somma di Prodotti: AD + CD



Condizioni di Non-Spe
i�
azione: EsempioABCD X 1X 1 0X 01
0 00 1 00 01A

B
C

D

Somma di Prodotti: A B + CD
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