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Sommario



Il Livello Logi
o-Digitale
◮ Il 
i
lo di lezioni 
he andiamo ad iniziare riguarda il livellologi
o-digitale.
◮ Come abbiamo già detto in pre
edenza, in questo livello iprogrammi sono 
ostitutiti da 
ir
uiti digitali (o retilogi
he), i 
ui 
omponenti fondamentali sono detti portelogi
he.
◮ Esistono due 
lassi di reti logi
he:

◮ Le reti 
ombinatorie, 
he non hanno uno stato interno e 
heverranno studiate in questa parte del 
orso. Esempio: ALU.
◮ Le reti sequenziali, 
he hanno uno stato interno e 
heverranno studiate nella prossima parte del 
orso. Esempio:registri.

◮ Il livello logi
o-digitale sta alla base delle gerar
hia dima

hine virtuali 
he abbiamo introdotto all'inizio del 
orso.
◮ I 
ir
uiti sono entità 
on
rete e tangibili, per 
ui non vannotradotti o interpretati.
◮ D'altra parte, il funzionamento interno delle porte logi
he sipuò 
omprendere solo ad un livello inferiore, detto livello deidispositivi.



Cir
uito Digitale
◮ Un 
ir
uito digitale è un'inter
onnessione di porte logi
he.
◮ Nei �li 
he inter
onnettono le porte logi
he in un 
ir
uito sonopresenti solo due valori logi
i:

◮ Il valore 0, rappresentato da un segnale 
ompreso tra 0 e 1volt.
◮ Il valore 1, rappresentato da un segnale 
ompreso tra 3 e 5volt.

◮ Esistono almeno 
inque tipi diversi di porte logi
he: NOT,NAND, NOR, AND, OR.
◮ Ogni porta logi
a ha uno o più ingressi e un'us
ita.
◮ Ogni 
ir
uito ha uno o più ingressi e una o più us
ite.
◮ Gli ingressi di un 
ir
uito possono essere 
onnessi:

◮ Ad uno degli ingressi di una porta logi
a.
◮ Ad una delle us
ite del 
ir
uito.

◮ In un 
ir
uito, l'us
ita di una porta logi
a può essere 
onnessa:
◮ Ad uno degli ingressi di un'altra porta logi
a.
◮ Ad una delle us
ite del 
ir
uito.



Notazione Gra�
a per i Cir
uiti DigitaliPorte Logi
he
Cir
uito di Esempio



Reti Combinatorie
◮ Le reti 
ombinatorie sono 
ir
uiti digitali 
he non 
ontengono
i
li.

◮ In altre parole, non possono esistere 
ammini 
i
li
i all'internodel 
ir
uito.
◮ Un input per il 
ir
uito 
onsiste in una sequenza di valoribinari, uno per ogni ingresso del 
ir
uito.
◮ Un output per un 
ir
uito 
onsiste in una sequenza di valoribinari, uno per ogni us
ita del 
ir
uito.
◮ L'output di una rete 
ombinatoria in 
orrispondenza ad un
erto input si può 
al
olare 
ome segue:

◮ Per ogni porta logi
a, se sono noti i valori binari in
orrispondenza dei suoi ingressi, allora sarà noto an
he il valorebinario in 
orrispondenza della sua us
ita.
◮ Le regole 
he permettono di determinare, per ogni portalogi
a, quale sia il valore della sua us
ita in 
orrispondenza di
ias
un valore per le entrate dipendono solo dal tipo di porta.

◮ Si può supporre, a questo punto, 
he il tempo ne
essario allavalorizzazione dell'us
ita di una porta logi
a sia tras
urabile.



Porte Logi
he - Funzione Cal
olata
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Come Realizzare le Porte Logi
he?
◮ I dettagli sul funzionamento interno delle porte logi
heesulano dagli s
opi di questo 
orso.
◮ Una pi

ola digressione risulta però utile, a questo punto.
◮ Il transistor è un dispositivo elettroni
o 
he può funzionare
ome un velo
issimo interruttore binario.
◮ I transistor hanno tre 
onnessioni verso il mondo esterno: il
ollettore, la base e l'emettitore.
◮ Quando la tensione sulla base s
ende sotto il valore 
riti
o, iltransistor si 
omporta 
ome una resistenza in�nita.
◮ Quando la tensione supera un valore 
riti
o, il transistor si
omporta 
ome un 
onduttore ideale.
◮ In questo modo è fa
ilmente realizzabile una porta NOT. Duetransistor sono inve
e su�
ienti a 
ostruire una porta NANDoppure una porta NOR.
◮ Esistono due te
nologie prin
ipali nella 
ostruzione delle portelogi
he:

◮ La te
nologia bipolare (TTL, ECL,. . . ).
◮ La te
nologia MOS (PMOS, NMOS, CMOS,. . . ).



Transistor: Esempi
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L'Algebra di Boole
◮ Studieremo l'Algebra di Boole per
hé quest'ultima rappresentaun utile strumento per l'analisi e la sintesi delle reti
ombinatorie e sequenziali.
◮ Le Algebre di Boole sono strutture algebri
he 
he soddisfanoal
une proprietà.

◮ Lo studio delle Algebre di Boole in generale ri
hiederebbetroppo tempo.
◮ A noi interessa una parti
olare Algebra di Boole, 
he 
onsistenell'insieme B = {0, 1} e in tre operazioni su questo insieme:

◮ L'operazione binaria di addizione, indi
ata 
on + oppure 
onOR. Valgono le seguenti identità: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1,1 + 0 = 1 e 1 + 1 = 1.
◮ L'operazione binaria di moltipli
azione, indi
ata 
on ·, 
onAND oppure tramite la sempli
e giustapposizione deglioperandi. Valgono le seguenti identità: 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0,1 · 0 = 0 e 1 · 1 = 1.
◮ L'operazione unaria di negazione, indi
ata 
on il simboloNOT oppure 
on una linea sopra il relativo operando. Valgonole seguenti identità: 0 = 1 e 1 = 0.



Proprietà dell'Algebra di BooleElemento neutro 1A = A 0 + A = AAssorbimento 0A = 0 1 + A = 1Idempotenza AA = A A+ A = AComplementazione AA = 0 A+ A = 1Commutativa AB = BA A+ B = B + AAsso
iativa (AB)C = (A+ B) + C =A(BC ) A+ (B + C )Distributiva A+ BC = A(B + C ) =
(A+ B)(A+ C ) AB + ACAssorbimento A(A+ B) = A A+ AB = ADe Morgan AB = A+ B A+ B = A BDoppia Negazione A = A



Espressioni Booleane
◮ Le variabili booleane sono X ,Y ,Z ,A,B ,C , . . .. Si suppone
he le variabili booleane prendano un valore in B .

◮ Abbiamo appena utilizzato le variabili booleane nel dare leproprietà dell'Algebra di Boole, 
he valgono qualunque sia ilvalore sostituito a A, B o C .
◮ A partire dalle 
ostanti 0 e 1 e dalle variabili booleane,possiamo 
ostruire espressioni booleane utilizzando leoperazioni di addizione, moltipli
azione e negazione.

◮ Esempi di espressioni booleane sono A+ BC , A+ B + C + C ,et
.
◮ Una volta assegnato un valore di verità in B ad ognuna dellevariabili in un espressione booleana, è possibile valutarel'espressione in 
orrispondenza di tale assegnamento.
◮ Il valore di un'espressione in 
orrispondenza di tutti i possibiliassegnamenti è riassunto nella sua tabella di verità.
◮ Due espressioni booleane (
ontenenti le stesse variabilibooleane) si di
ono equivalenti quando il valore dellerispettive tabelle di verità 
oin
ide in ogni riga.



Tabelle di Verità: Esempi
AB + ACA B C AB AC AB + AC0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 00 1 0 0 0 00 1 1 0 0 01 0 0 0 0 01 0 1 0 1 11 1 0 1 0 11 1 1 1 1 1

A(B + C)A B C B + C A(B + C)0 0 0 0 00 0 1 1 00 1 0 1 00 1 1 1 01 0 0 0 01 0 1 1 11 1 0 1 11 1 1 1 1



Manipolazioni Algebri
he
◮ Un modo molto sempli
e per trasformare un'espressionebooleana in un'altra espressione espressione ad essaequivalente 
onsiste nell'impiego delle proprietà algebri
hedell'algebra booleana.

◮ Se si dimostra 
he esiste una 
atena di uguaglianze (indottedalle proprietà dell'algebra booleana) 
he permettono diris
rivere un'espressione in un'altra, allora le due espressionisono equivalenti.
◮ In questo modo è possibile, in parti
olare, sempli�
areun'espressione booleana data in un'espressione più sempli
e(ma equivalente).
◮ Esempi: AB + AC = A(B + C )ABC + ABC + AC = AB(C + C ) + AC

= AB · 1 + AC
= AB + AC



Funzioni Booleane
◮ Date n variabili booleane A1, . . . ,An, una funzione booleanaasso
ia un assegnamento di verità per una variabile C ad ogniassegnamento di verità alle variabili A1, . . . ,An.
◮ Un modo espli
ito per de�nire una funzione booleana 
onsistenel dare la sua tavola di verità, 
he elen
herà il valore di C perogni possibile valore di verità per A1, . . . ,An.
◮ Esempio: A B C F0 0 0 00 0 1 00 1 0 10 1 1 01 0 0 01 0 1 01 1 0 11 1 1 1
◮ Data una funzione booleana, il suo 
omplemento è de�nito
ome la funzione booleana (sulle stesse variabili) 
he vale 0quando la funzione di partenza vale 1 e, vi
eversa, vale 1quando la funzione di partenza vale 0.



Dalle Espressioni alle Funzioni
◮ Ad ogni espressione booleana E può essere asso
iata unafunzione booleana F , 
he si indi
a spesso 
onF = E
◮ Il valore della funzione F su un assegnamento di verità allevariabili booleane in E sarà sempli
emente il valore di E in
orrispondenza di tale assegnamento.
◮ Esempi: F = A+ BCF = A(B + C) + AB
◮ In generale, espressioni booleane diverse possono
orrispondere alla stessa funzione booleana.

◮ Ad esempio, le tabella di verità di F = AB + AC e diF = A(B + C ) sono uguali.
◮ Più in generale, tutte le espressioni equivalenti 
orrispondonoalla stessa funzione.



Dalle Funzioni alle Espressioni
◮ Un letterale è una variabile booleana oppure la negazione diuna variabile booleana.
◮ Data una funzione booleana, si può sempre 
ostruire unaespressione booleana 
orrispondente (tra le tante possibili).
◮ In parti
olare, si può pro
edere 
onsiderando ogni riga dellatabella di verità relativa alla funzione di partenza.
◮ Si asso
ia ad ogni riga il prodotto di letterali ad essa
orrispondente.
◮ L'espressione 
he 
er
hiamo sarà una somma di prodotti diletterali. Se la funzione vale 1 in una 
erta riga, allora il
orrispondente prodotto di letterali farà parte della somma.Vi
eversa, se la funzione vale 0 in una 
erta riga, allora il
orrispondente prodotto di letterali non farà parte della somma.
◮ In questo modo si possono ottenere espressioni booleane molto
omplesse...

◮ ... 
he possono però essere sempli�
ate tramite l'uso delleproprietà



Dalle Funzioni alle Espressioni: Esempio
◮ Consideriamo la funzione booleana introdotta in pre
edenza.
◮ In 
orrispondenza di ogni riga della tabella di verità, s
riviamoil prodotto di letterali:A B C F0 0 0 0 A B C0 0 1 0 A B C0 1 0 1 A B C0 1 1 0 A B C1 0 0 0 A B C1 0 1 0 A B C1 1 0 1 A B C1 1 1 1 A B C
◮ Le righe in 
ui F vale 1 sono la terza, la penultima e l'ultima.Possiamo quindi 
on
ludere 
he l'espressione booleana 
he 
iinteressa è ABC + ABC + ABC
◮ Utilizzando le proprietà dell'algebra booleana otteniamo:F = ABC + ABC + ABC = ABC + AB

= B(A C + A)



Dai Cir
uiti alle Funzioni
◮ Ad ogni us
ita di ogni rete 
ombinatoria 
orrisponde unafunzione booleana.

◮ Prima di tutto asso
iamo n variabili booleane A1, . . . ,An agli ningressi e una variabile C all'us
ita 
he 
i interessa
◮ Per ogni assegnamento di valori di verità alle variabili booleaneA1, . . . ,An, il 
orrispondente valore di C sarà quello ottenutovalutando il 
ir
uito.
◮ In questo modo, si possono asso
iare funzioni booleane ad ognius
ita del 
ir
uito. Diremo 
he il 
ir
uito in questioneimplementa tali funzioni booleane.

◮ Due 
ir
uiti si di
ono equivalenti se implementano la stessafunzione.
◮ Una volta 
ostruita una funzione, si potrà poi ri
avareun'espressione booleana



Dai Cir
uiti alle Funzioni: Esempio
⇒

A B C D0 0 0 00 0 1 00 1 0 00 1 1 01 0 0 01 0 1 11 1 0 11 1 1 1
⇓ABC + ABC + ABC



Dalle Espressioni ai Cir
uiti
◮ Ad ogni sequenza di espressioni booleane sulle stesse variabili
orriponde un 
ir
uito.

◮ Data un'espressione booleana E 
ontenente le variabilibooleane A1, . . . ,An, un 
ir
uito 
on n entrate e un'us
ita sipuò 
ostruire seguendo la struttura di E .
◮ La funzione implementata dal 
ir
uito sarà la funzione
orrispondente ad E .
◮ Partendo da una sequenza di espressioni, si potrà 
ostruire unsingolo 
ir
uito 
on più us
ite.

◮ Per ottenere le espressioni booleane di partenza, si puòpro
edere appli
ando ad altrettante funzioni booleane lapro
edura vista in pre
edenza.
◮ In questo modo, si può passare da n funzioni booleane su mvariabili ad un 
ir
uito 
on m ingressi ed n us
ite.



Dalle Funzioni ai Cir
uiti: Esempio
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