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Alphabets et mots

On va nommer alphabet un ensemble fini et non vide
L’ensemble des mots est noté

Σ∗ := {ε} ∪ { x1x2 · · · xk | k ≥ 1, xi ∈ Σ }

ε est un symbole utilisé pour le mot vide

Exemples

13, 42, 007 ∈ { 0, 1, . . . , 9 }∗

ciao,mot ∈ {a, . . . ,z }∗

110, 0101, 1 ∈ { 0, 1 }∗

mot ? oui ! ∈ {a, . . . ,z, ,?,! }∗

babbba, abab, abba ∈ { a, b }∗

•••••, •• ∈ {•}∗

Notations :
|w | est la longueur de w
wi ∈ Σ pour 1 ≤ i ≤ |w | c’est le i-ème caractère de w



Σ∗ dénombrable?

Oui

Pourquoi?
Réponse indirecte :

Σ∗ =
∞⋃

k=0

Σk , où Σ0 = {ε}

union dénombrable de dénombrables =⇒ dénombrable (vous
verrez en TD)
Réponse directe : Σ fini⇒ il y a σ : Σ↔ {1, . . . ,n } où n = # Σ.
On étend σ :

σ : Σ←→ N
x1 · · · xk 7−→

∑k
i=1 σ(xi )ni−1

Exercice
Prouver que σ est bijective.



Σ∗ dénombrable? Oui

Pourquoi?
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Opérations sur Σ∗

Injection de Σ : chaque symbole a ∈ Σ peut être considéré comme
a ∈ Σ∗ (|a| = 1)

Enchaı̂nement : · : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗

(x1 · · · xk ) · (y1 · · · yh) = x1 · · · xk y1 · · · yk

opération associative : (uv)w = u(vw) = uvw
mot vide est neutre : εu = uε = u
notation puissance : un = u · · · u︸ ︷︷ ︸

n fois

, u0 = ε



Fonctions et langages

Fonctions (de mots) f : Σ∗ → ∆∗

Exemples

changement de base : {0, . . . ,9}∗ −→ {0,1}∗
xh−1 · · · x0 7−→ (

∑
i xi10i )2

p.ex. 1 7→ 1, 6 7→ 110, 21 7→ 10101
élimination des répétitions : Σ∗ → Σ∗

p.ex. abba 7→ aba, baaaabb 7→ bab

Langages L ⊆ Σ∗

Exemples

∅, ou {ε} (différents !)
{0} ∪ { 1w | w ∈ {0,1}∗ } (0 et mots binaires commençant par 1)
{w ∈ Σ∗ | w sans répétitions }
{w ∈ {0, . . . ,9}∗ | w sont les premières |w | chiffres de π }



Langages comme fonctions et codage de N

Chaque langage peut être vu comme une fonction de mots

{ langages } = P (Σ∗)↔ {0,1}Σ∗
⊆ ({0,1}∗)Σ∗

Principalement on utilisera deux codages de N comme mots
unaire N↔ {•}∗, n 7→ •n

binaire N→ {0,1}∗, n 7→ b0b1 · · · bh−1 avec n =
∑

i bi2i



Est tout calculable?

no !

On peut déjà répondre !

Comme on avez dit, une procédure/machine est un objet fini
qu’est-ce que ce soit le modèle de calcul,

# {procédures } = # N

mais

# { fonctions de mots } = # { langages } = #{0,1}N > #N

forcement il existe quelque chose de non-calculable
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Reconnaı̂tre un langage : une première machine

Le but : une machine (= procédure automatique) qui sache
distinguer les mots en {0,1}∗ avec un nombre pair de 1

Première idée : on compte le nombre de 1

Deuxième idée : il suffit de sauvegarder que la parité des 1

1 0 1 1 0 1
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1 0 1 1 0 1

1



Reconnaı̂tre un langage : une première machine

Le but : une machine (= procédure automatique) qui sache
distinguer les mots en {0,1}∗ avec un nombre pair de 1
Première idée : on compte le nombre de 1

Deuxième idée : il suffit de sauvegarder que la parité des 1
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Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Automate finis : le premier rencontre

pair impair

0 0
1

1

1 0 1 1 0 1



Un autre exemple

0
1

1

0 1

0

0,1

Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard

001
1101000101
01100001001

Il reconnait le chaı̂ne contenant 001
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Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
0

01
1101000101
01100001001

Il reconnait le chaı̂ne contenant 001



Un autre exemple

0
1

1

0 1

0

0,1
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Un autre exemple
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Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
001
1101000101

01100001001
Il reconnait le chaı̂ne contenant 001



Un autre exemple
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Un autre exemple

0
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0

0,1
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Un autre exemple
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Un autre exemple
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Un autre exemple

0
1

1

0 1

0

0,1

Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
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Un autre exemple

0
1

1

0 1

0

0,1

Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
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Un autre exemple
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0
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Un autre exemple
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Un autre exemple
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Un autre exemple

0
1
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0 1

0

0,1

Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
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Un autre exemple

0
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Un autre exemple

0 00 001

0
1

1

0 1

0

0,1

Pour créer exemples de mots acceptés, on suive le graphe au hasard
001
1101000101
01100001001

Il reconnait le chaı̂ne contenant 001



. . . mais pourquoi?

électroménagers puces électriques

a +(c|h)at

protocoles internet recherches textuelles

. . .



Définition d’automate fini

Un automate fini M est donné par

M = (
Q ensemble fini, (les états)
Σ alphabet, (l’alphabet sur le quel M travaille)
δ : Q × Σ→ Q, (la fonction de transition)
q0 ∈ Q, (l’état initial)
F ⊆ Q, (les états accepteurs)

)



Dessin ou définition? C’est équivalent !

Q = {q0,q1, . . . ,qn }! q0

q1

q2

· · · qn

δ(q′,a) = q′′ ! q′ q′′
a

q0 initial ! q0

q ∈ F ! q



Définition de calcul

Comment calcule une machine M ?
Le calcul de M = (Q,Σ, δ,q0,F ) sur un mot w ∈ Σ∗ est la
séquence r0, r1, . . . , r|w| ∈ Q définie par

r0 = q0 (le calcul commence sur l’état initial)
rk+1 = δ(rk ,wk ) (chaque pas dépende de l’état et du caractère lu)

Si r|w| ∈ F on dit que M accepte w
L(M) = {w | M accepte w } est le langage reconnu par M



Expressions régulières

On souhaite caractériser les langages reconnus par des automates.
C’est possible !

Définition

Étant fixé un alphabet Σ, les langages réguliers R(Σ) sont le plus petit
ensemble dans P (Σ∗) t.q.

{a} ∈ R(Σ) pour a ∈ Σ (notation a = {a})
∅ ∈ R(Σ)

R1 ∪ R2 ∈ R(Σ) pour R1,R2 ∈ R(Σ) (parfois notation R1|R2)
R1R2 = { vw | v ∈ R1,w ∈ R2 } ∈ R(Σ) pour R1,R2 ∈ R(Σ)

R∗ = {w1w2 · · ·wk | k ∈ N,∀i : wi ∈ R } ∈ R(Σ) pour R ∈ R(Σ)

Théorème

L régulier⇐⇒ L = L(M) pour un automate fini sur Σ




