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Soluzioni

Esercizio 1. Calcolare i seguenti limiti:

a.

lim
x→π

2

tanx(ecos x − 1) = lim
x→π

2

sin x

cosx
(ecos x − 1).

Visto che limx→π

2
cosx = 0, si può applicare il limite notevole limy→0

ey−1
y

= 1. Quindi:

lim
x→π

2

sin x(ecos x − 1)cosx = lim
x→π

2

sin x · 1 = sin
π

2
= 1.

b.

lim
x→0

1 − cos 2x

sin2 3x
= lim

x→0

1 − cos 2x

(2x)2
· 4x2

sin2 3x
= lim

x→0

1

2
· 4

9

(

3x

sin 3x

)2

=
2

9
,

sfruttando i limiti notevoli limx→0
1−cos x

x2 = 1
2 e limx→0

sin x
x

= 1.

c.

lim
x→1+

log(1 +
√

x − 1)√
x2 − 1

= lim
x→1+

log(1 +
√

x − 1)√
x − 1

·
√

x − 1√
x2 − 1

= lim
x→1+

√

x − 1

(x − 1)(x + 1)
=

1√
2
,

sfruttando il limite notevole limy→0
log(1+y)

y
= 1.

d. Abbiamo sin(π cosx) = − sin(−π cosx) = sin(π − π cosx) = sin(π(1 − cosx)).

lim
x→0

sin(π cosx)

x sin x
= lim

x→0

sin(π cosx)

π(1 − cosx)
·π(1 − cosx)

x sin x
= lim

x→0
1·π· 1 − cosx

x2
· x

sin x
= π· 1

2
·1 =

π

2
,

sfruttando due volte il limite notevole limy→0
sin y

y
e limx→0

1−cos x
x2 = 1

2 .

e.

lim
x→5

x − 5
√

x −
√

5
= lim

x→5

x − 5
√

x −
√

5
·
√

x +
√

5
√

x +
√

5
= lim

x→5

(x − 5)(
√

x +
√

5)

x − 5
= 2

√
5.

f.

lim
x→0

3 tanx + (1 − cos 2x) sin2 x

27x4 + 5 sinx
= lim

x→0

3 sinx
x

· x
cos x

+ 4x4 · 1−cos 2x
(2x)2

(

sin x
x

)2

27x4 + 5 sinx
x

· x =

= lim
x→0

3 · 1 · x
1 + 4x4 · 1

2 · 12

27x4 + 5 · 1 · x = lim
x→0

x

x
· 3 + 4x3

27x3 + 5
=

3

5
,

sfruttando i limiti notevoli limx→0
sin x

x
= 1 e limx→0

1−cos x
x2 = 1

2 .
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Esercizio 2. Determinare l’insieme di continuità delle seguenti funzioni, e classificarne le
eventuali discontinuità.

a. f(x) :=

{

e−
1

x2 se x 6= 0,

0 se x = 0;

Per x 6= 0 la funzione è composizione di funzioni continue, quindi è continua. Per x = 0:

lim
x→0

e−
1

x2 = 0 = f(0)

in quanto limx→0 − 1
x2 = −∞. La funzione è quindi continua in tutto R.

b. f(x) :=

{

e−
1
x se x 6= 0,

0 se x = 0;

Per x 6= 0 la funzione è composizione di funzioni continue, quindi è continua. Per x = 0 si
ha:

lim
x→0+

e−
1
x = 0, lim

x→0−
e−

1
x = +∞,

quindi 0 è una discontinuità di seconda specie.

c. f(x) :=

{

x sin 1
x

se x 6= 0,

1 se x = 0;

Per x 6= 0 etc. Per x = 0:

lim
x→0

x sin
1

x
= 0 6= f(0).

È quindi una discontinuità di terza specie, eliminabile.

d. f(x) :=

{

x sin 1
x

se x 6= 0,

1 se x = 0;

Per x 6= 0 etc. Per x = 0:

lim
x→0

1

x
sin x = 1 = f(0).

La funzione è continua.

e. f(x) :=

{

(1 + sin x)
1
x se x 6= 0,

e se x = 0;

Per x 6= 0 si ha
(1 + sin x)

1
x = e

1
x

log(1+sin x),

continua laddove sinx 6= −1 perché composizione di funzioni continue, estesa con con-
tinuità anche a 1 + sinx = 0 in quanto il limite viene 0 (“e−∞ = 0”). Per x =
0:

lim
x→0

(1 + sin x)
1
x = lim

x→0
(1 + sin x)

1
sin x · sinx

x
= e1 = e = f(0),

quindi la funzione è continua.
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f. f(x) :=

{

(1 + |sin x|) 1
x se x 6= 0,

e se x = 0;

Per x 6= 0 etc. Per x = 0:

lim
x→0

(1 + |sin x|) 1
x = lim

x→0
(1 + |sinx|) 1

|sin x|
· |sin x|

x = lim
x→0

e
|sin x|

x ,

e si vede che il limite viene diverso a seconda del segno:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

e
sin x

x = e, lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

e−
sin x

x =
1

e
.

Quindi 0 è discontinuità di prima specie.

g. f(x) :=

{

arctan 1
x

se x 6= 0,

0 se x = 0;

h. f(x) :=

{

esin x−1
tan x

se x 6= k π
2 per ogni k ∈ Z,

1 altrimenti;
Per x 6= k π

2 etc. Altrimenti:

• se x = (2h + 1)π
2 (dove tanx non è definita e tende a ±∞), si ha

lim
x→(2h+1) π

2

esin x − 1

tan x
= 0 6= f

(

(2h + 1)
π

2

)

,

(non è nemmeno una forma indeterminata), quindi si tratta di discontinuità di terza
specie, eliminabili;

• se x = 2hπ
2 = hπ, si ha limx→hπ sin x = 0, per cui:

lim
x→hπ

f(x) = lim
x→hπ

esin x − 1

sinx
cosx = 1 · coshπ = (−1)h,

quindi f è continua per h = 2k, ovvero x = 2kπ, ed ha discontinuità eliminabili per
h = 2k + 1, ovvero x = (2k + 1)π.

i. f(x) := |[x]|{x},

In ogni intervallo (k, k + 1) per k ∈ Z la funzione è continua perché uguale a kx−k. Per
x = k:

lim
x→k−

[x] = k − 1, lim
x→k−

{x} = 1, lim
x→k+

[x] = k, lim
x→k+

{x} = 0.

Quindi, a parte per k = 0 dove per 0+ si incappa nella forma indeterminata 00, si ha

lim
x→k−

f(x) = k − 1, lim
x→k+

f(x) = 1.

Per 0+ il limite è 0 (perché [x] è costante 0 vicino a 0+). In ogni caso siamo di fronte a
discontinuità di prima specie, tranne quando k − 1 = 1, ovvero k = 2 dove la funzione è
continua.
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j. f(x) :=

{

x se x ∈ Q,

0 altrimenti.

Per x = 0 la funzione è continua, perché 0 ≤ |f(x)| ≤ |x|, quindi (teorema dei carabinieri)
limx→0 f(x) = 0 = f(0).

Mostriamo che per ogni x0 6= 0 i limiti limx→x
+

0

f(x) e limx→x
+

0

f(x) non esistono, e quindi

la funzione è discontinua di seconda specie.

Per x+
0 , per un qualunque k ∈ N scegliamo qk, rk ∈ (x0, x0 + 1

k
) tali che qk ∈ Q e rk 6∈ Q,

esistenti per densità di Q e R \ Q in R. Ora limk→+∞ qk = limk→+∞ rk = x+
0 (ovvero vi

tendono e sono maggiori di esso), e

f(qk) = qk
k→+∞−→ x0, f(rk) = 0 6= x0,

e quindi per il teorema ponte non esiste limx→x
+

0

f(x). Si può fare ragionamento analogo

per x−
0 .
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