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Soluzioni

Esercizio 1. Trovare per quali valori reali di « valgono le seguenti disuguaglianze.
2. gin?2 1
a. |cos”x —sin x| <

Innanzitutto cos® z — sin® z = cos 2. |cos 2x| ¢ periodica di periodo %, perché

’cos? (:v + )’ = |cos(2z + 7)| = |— cos 2x| = |cos 2z,

quindi possiamo risolvere per qualunque intervallo di dimensione 5. Puo fare comodo visualizzare
il grafico di |cos2z|: scegliamo I'intervallo [0, %), dove
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[cos2z| < —= <= ——=< o820 < —(= <= —<2r< — <= —<zr<—.
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Per descrivere la soluzione (riportandola secondo il periodo), possiamo scrivere
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oppure

b. sin2x —sinxz <0
sin2z —sinz = 2sinx cosz — sinx = sinx(2cosx — 1) < 0.

Studiando il segno dei due fattori in [0, 2) si ottiene che la soluzione &

5
T € (g,ﬂ') U <§,2ﬂ') + 27Z.

c. log,(sinz) — logy(tanx) > —1

: : __ sinzx
La disequazione ha senso per sinz > 0, ovvero x € (0,m) + 27Z, e per tanz = =2 > 0, ovvero

+2
cosz > 0 (considerando che sinz > 0), ovvero x € (—%,%) + 27Z, ¢ infine (affinché tan sia



definita) cosz # 0, gia compresa nelle condizioni precedenti. Quindi la disequazione & definita
per x € (O, %) + 27Z. Ora:

sinx

log, (sinx) — log, < ) = log,(sin ) — log, (sin x) + log,(cos ) = log,(cos x);

COsST

, 1
logy(cosx) < —1 = 2log2(c0s2) 9= 0 oz < 3

In (O, g) la condizione vale per x € (%, g) La soluzione e quindi:
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Definita per x > 0 Az # 1.
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Due casi:
1—+/x >0 ovvero z < 1:
1+ Ve > (1-Vo)(Vo-1)=—2+2/z -1
T—VT+2>0

risolvendo 22 — z + 2 > 0 si ottiene che & sempre valida.

1-yz<0:
1+Ve<(1-vVa)(Vo—1)=-z+2Va -1

che essendo l'opposto del caso precedente non ¢ mai valida.

La soluzione ¢ = € [0,1).

14+ \/210g2x+510g:v —7>logx
La disequazione ha senso per z > 0 e 2 log2 x4+ 5logx — 7 > 0. La seconda condizione vale per
7 1
1oga:§—§\/10g:1:21 <= x§—7\/xze
e

(si ottiene risolvendo la disequazione di secondo grado 222 + 5z — 7). Intersecando le condizioni
si ottiene = > e.

\/2 log” z + 5logxz — 7 > logx — 1 va divisa in due casi:

logx — 1 < 0 ovvero x < e che in questo caso non puo accadere.

logz — 1 > 0 con la quale condizione possiamo elevare al quadrato entrambi i membri:
2log® x +5logz — 7 > log?x — 2logz + 1 <= log?z + Tlogz — 8 > 0.

Risolvendo la disequazione di secondo grado 22+ 7z—8 > 0 otteniamo logz < —8Vlogx > 1
ovvero (intersecando con la condizione precedente) = > e.



La soluzione e quindi = > e.
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Definita per = > 0.

= {L‘m_% elog(127%) = e(m_%)l()g(m) < 1 = eO

1 1
(x—§>log(x)<0 = §<x<1.

Esercizio 2. Determinare al variare di a il dominio delle seguenti funzioni.

a. f(z) =var+1

xg—% sea <0
ax+1>0 < { per qualunque x se a = 0.
xz—% sea>0
Quindi:
(—oo,—%] sea <0
dom f =< R sea=0

[—%,—i—oo) se a > 0.

b. f(z) = log,(a® — a)

log, e a® sono definite se @ > 0 e a # 1 (log; non ¢ definito). Quindi

r<1l sea<]l,

a*—a>0 < ad* >a <
r>1 sea>1.

Quindi

dom [ — (—00,1) sel0<a<l,
1 (1,0)  sea>1.

c. f(z) = log(—2?% + 2ax — 1)

—22 + 2ax — 1 > 0: il discriminante & 4a? — 4. I casi sono:

a? <1 ,ovvero —1 < a < 1: nessuna z;

a® =1 , ancora nessuna x;

a?>1 ,ovveroa < —-1Va>1:x€ (a— Va2 —1,a+Va%—1).

Quindi:

dom f 1] se —1>a>1;
mf =
(a—+Va2—-1,a++Va2—-1) sea<—-1Va>1.



Ve lzl — ¢

d. =
1(@) 22+ ax + a?’
o e ltl_g>0 ool > g |z > loga per nessuna x se —loga <0 <= a>1
x € [loga,—loga] sea<1.
e 22 + ax + a® # 0 sempre perché a® — 4a® = —3a? < 0 per qualunque a.
Quindi:
0 =1
dom f — {0} se a
[loga,—loga] sea<1
Esercizio 3. Dimostrare per induzione le seguenti proposizioni:
n—1
a. V\neN: Z(2k +1) = n? (la somma di niente, come quella da 0 a —1, & uguale a 0);
k=0

base
-1

> (@2k+1)=0=0%

k=0

passo L’ipotesi induttiva (ovvero la premessa dell’implicazione da dimostrare che supponiamo
vera) & S (2k + 1) = m2. Elaboriamo:

m+1-—1 m—1 '
ST @kt =2m+1+ Y (2k+1) " 2m+1+m? = (m+1)%
k=0 k=0

L’uguagluanza con h.i. indica dove abbiamo utilizzato 'ipotesi induttiva.
b. Vn € N,n > 4: 2" > n?,

base
24 =16 > 16 = 42.

passo
hi.
omtl — 9. 9m > 2m2=m2+m-m2m2+4m2m2+2m+1:(m+1)2.
c. (disuguaglianza di Bernoulli) Vn e NVz e R,z > —1: (1+ )" > 1+ nx.

base
1+2)0=1>1=14+0-x

passo
(1+ x)m+1 =1+2)(1+x)™

Utilizzando Vipotesi induttiva e il fatto che > —1 (per cui 1 + z > 0) abbiamo:

(14+2)™ > 1+mz = (1+z)(1+2)™ > (1+2)(1+mz) = 1+ (m+1D)a+ma® > 1+(m+1)z.



