La correttezza al tempo di esecuzione

La tecnica per verificare la “correttezza dinamica” consiste nei seguenti
passi:

1. definire l'esecuzione dei programmi (la semantica operazionale);

2. dimostrare che se T'|— P: allora durante [I'esecuzione di P
non ci sono mai crepe nel flusso (subject reduction).

Richiamo. per quanto riguarda 1, le tecniche standard sono due: la
semantica naturale (o big step semantics) e la semantica con stati
/ntermedi (o small step semantics).

Entrambe le tecniche richiedono il concetto di configurazione (o stato).




Due tipi (Z € la memoria):
S|P 3

(configurazione iniziale o intermedia) (configurazione finale)

La memoria X € una funzione parziale a dominio finito dallinsieme delle
variabili ai valori (nel nostro caso solamente interi).

La notazione per accedere alle variabili o modificarne i valori o
introdurre nuove variabili € la stessa che per gli ambienti.

Notazione: X — x e la funzione X con il dominio senza la variabile x.



La semantica naturale

Si definiscono le transizioni “stato-iniziale stato-finale” in maniera
induttiva (come fatto per i judgment dei tipi).

Regole per le espressioni. Formato Z|-E n

(value) Z[n n
(var) _z0=n_
2| x n

(#value)  —m———————————
Sl-E#E  n”
# { +, - = < }
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Commenti

1. non e possibile valutare espressioni le cui variabili non sono definite
in memoria

2. la valutazione delle espressioni non modifica la memoria (non ci
sono side-effects)

3. l'altezza dell’albero di prova di una transizione Z|—E  n & al piu
uguale al numero di operandi e variabili che occorrono in E. (Il
calcolo delle espressioni termina sempre.)



Regole per i comandi. Formato *|-C ¥

(update)  ——mMm—m——————————
Zx := S[x : ]
Z”_ C Zl Zl I_ Cl zn
(sequence) ————————————————
2|-C;Cc ¥
2—E #0 2—C ¥
(branchl) —"—_———______|_|______
2| if EthenCelseC >’
2|—E 0 S C’ 5!
(branch0) ——”_——————____”:____

2| if EthenCelseC >’
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2| while Edo C >

Sl-E %0 Sl-c ¥
S|-whileEdoC 3"

2| while Edo C 2

2I-E n y dom(2)
2[y: n] |- Xy/x} '



commenti:

4. la valutazione di un comando ha come unico effetto sensibile quello
di modificare la memoria

5. l'altezza dell’albero di prova di una transizione |- C 2’ puo
essere infinita. (La computazione di un comando pud non
terminare.)

Ad es. "while 1 do x = x".SiaZ = [x:=0].

2| while 1 do x:= x ??



Lemma di Stabilita. Se Z|- C X' allora dom(Z) = dom(X").

Prova: Poiche l'unica regola che crea una variabile (binder), la rimuove

dalla memoria quando il blocco termina. .
Esempio: let x = 1 In X = x + 1.
[Xx:0](x) =0
[x:0] x O [x:0]-1 1 0+1=
[x:0]F-x+1 1 x dom([x : 0])
o o [x:0]-x:=x+1 [x:1]



notazione: Sia T X il judgment definito dalla regola seguente:

perognix dom(Z): Tlx: var e 2 (x):

osservazione. Se I |—Z allora dom(z) dom(I) .

Un’ altra importante proprieta € la seguente:

Lemma di Invarianza. SeN'— %, T'—C: -cmd e 2|-C ' allora
M=

Prova: Per induzione sull'altezza dell’albero di prova di Z|-C % La
dimostrazione € lasciata per esercizio. .



Il teorema di subject reduction

Vogliamo dimostrare che
1. se un programma € ben tipato
2. una variabile ha tipo -int var nell'ambiente

allora non & possibile che il valore finale di questa variabile sia in
qualche modo influenzato da variabili che sono di livello di sicurezza
maggiore di -/nt.

Teorema (subject reduction). Siano I' un ambiente e 2 e %' due
memorie. Se

@ N2 T2 e dom(l =dom(X) = dom(%");
(b) 2(x) =2'(x), perogni x talechel |—x: -int;
(c) TH—P: , 2 ||— p " Y |— P X",
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avremo che ¥" (x) = 2"'(x), perogni x tale che T |—x: -int.

osservazione:
1. Per la regola (r-val), ' x: -int significa che I'(x)= '-int var,
con '-int< -int.

2. Il teorema si riferisce solamente alle variabili in I, non a quelle
che potranno essere introdotte durante I'esecuzione.

Prova: Per induzione sulla struttura dell‘albero di prova di % | P

>". Mostriamo solamente i casi quando l'ultima regola € (update),
(loop0), (loopl) oppure (binder). Gli altri sono trattati in modo simile.

(update) In questo caso P x:= E. Gli alberi di prova di Z|- x:= E
2" e x:= E X" devono terminare nel modo seguente:
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(percio 2" = 2[x : n] e ™ = 3[x: n’]). Poiche x:= E e ben
tipato allora deve anche valere:

—x: "-intvar THE: '-int "-int < '-int
(assign) ———m—Mm—Mm—mm——————————

Ci sono due casi, a seconda che ’'-int < -int oppure ’-int £ -int

1. '-int < -int. Allora, per il Lemma 2 (Sicurezza) applicato a ' |—
E : ’-int, ogni variabile y in E deve avere tipo meno sicuro, cioe
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nr

y + "-int var e "-int £ "-int per qualche . Per la
transitivita, "“-int < ’-int , e, per ipotesi 2(y)=2'(y) su tutte
queste variabili. Quindi i valori n ed n” devono essere uguali.

2. '-int £ -int. Per il judgment I'— x: ’-int var e la regola (ide)
deve essere I'(x) = '-int var. Quindi, il teorema non si applica a
questo caso.

(loop0) e (loop1) In questo caso P while E do C. Poicheé P € ben
tipato, |'albero di prova deve terminare nel modo seguente:

[ —while E do C: "-cmd
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Abbiamo ancora due casi:

1. "-int £ -int. Per il Lemma 2 (Sicurezza), tutte le variabili che
occorrono in E devono avere tipo di livello inferiore a ” (e
quindi @ ‘). Per lo stesso discorso che si e fatto in (update).1,

I'espressione E sara valutata allo stesso modo sia in = che in ¥'.
Percio avremo

>E O 'E O
(|00P0)———”: ———————— (IoopO)————I_— ———————
>|-while Edo C 2 >'|-while E do C %
oppure
SFE 1 I C I -E 1 ¥FC 3
Zl'? while E do C Z" ZZ' while E do C ZIII
(loopl)———————————— (loopl)———————————
>|-while E do C %" >'|-while E do C %"
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2.

Il primo caso ovviamente soddisfa il teorema perche le memorie
non sono modificate.

Nel secondo, per ipotesi induttive, 2; e 2, sono tali che Z;(x) =
2>(x), per ognixtalechel—x: -int

Inoltre, per il Lemma di Invarianza, N'— %; e T'— %,, e per |l
Lemma di Stabilita, dom(I") = dom(Z;) = dom(Z,).

Dunque, applicando l'ipotesi induttiva alle premesse
- Zj|~while Edo C %"
- Z|~while Edo C %"

segue la conclusione.

‘“int £ -int. Per il Lemma di Integrita,

[(x) = "-intvar e "-int  '-int
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per ogni x assegnata in C.

Percido ogni assegnamento di whille E do C deve riguardare
variabili x tali che '(x) = "-int vare "'-int '-int.

Da qui la tesi del teorema.

(binder) In questo caso P let x:= E in C. Poiche P ¢ ben tipato,
I"albero di prova deve terminare con la seguente regola:

[—let x:= E inC : "cmd

Invece gli alberi di prova di Z|-P 2" e ¥|—-P X" devono
terminare cosi:
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2[FE n y dom(Z) 2—E n y dom(2)

Sy nlCc{y/xy = Ylyin ]l Cly/x}y 3
(binder)—————————————— (binder)——————————————
2| let x:= E in C "y ¥|-let x:= E in C X"y

Chiaramente

My : '-intvarll—y : '-intvar (1)

per la regola (ide).

Inoltre, poiche y dom(Z) e, per ipotesi, dom(Z) = dom(I"), segue
chey dom(I).

A questo punto, per il Lemma di Weakening e il judgment I'[x : ’-
int var] |— C: "-cmd, possiamo derivare

My : '-intvar[x: '-intvaid|—C: "-cmd (2)
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(il caso x=y e immediato dal giudizio I'[x : '-int varl] —-C: "-cmd
)

Da (1) e (2), per il Lemma di Sostituzione, segue
My: '-intvadl—C{y/x}: "-cmd
(3)
Inoltre vale dom(I'Ty: '-int var]) = dom(Z[y: n]) = dom(ZTy: n']).

Per poter applicare l'ipotesi induttiva a (3), dobbiamo verificare che
2[y : n](z) = 2Ty : n'](2)
per ogni z tale che Iy: ’'-int varl}— z: -int. Due casi:
a. Se z vy allora l'ugualianza di sopra segue per ipotesi.
b. Se z =y, si deve verificare che n=n"se ’'-int< -int.

In tal caso, per il Lemma di Sicurezza applicato a 'l— E: '-
int, ogni variabile w che occorre in E deve essere tale che I' —
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w : “-int e "-int £ '-int. Su queste variabili Z e %’
coincidono, dunque n=n’.

A questo punto € possibile applicare I'ipotesi induttiva a (3),
ottenendo due memorie 2" e 2" che coincidono sulle variabili
wtalichelN'—w: “-inte "-int< '-int.

A fortiori il teorema vale per2”-y e 2" -vy. .
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Inferenza di Tipi

Il problema adesso € di progettare un algoritmo che sia in grado di
verificare se un programma € ben tipato oppure no.
L" algoritmo, detto Tl prende in input (I, P, V) dove

1. & un ambiente I che associa in maniera univoca una variabile di
tipo ad ogni variabile libera in P;

2. P € un programma;
3.V eI insieme delle variabili di tipo,
e ritorna inoutput ( , <,V W) dove
1. e un tipo;
2. < e un insieme di disegualianze tra tipi;
3. W €& un insieme di variabili di tipo,
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per cui ['— P: e le variabili di tipo in V. W sono ordinate secondo <.

Tl procede in questo modo:

a)

b)

C)

d)

secondo la struttura di P, introduce delle variabili di tipo W non
ancora usate (non in V) per tipare il programma P;

la regola utilizzata per tipare P, imporra dei vincoli di
ordinamento sulle variabili di tipo in Ve W;

se (, £, W) e il risultato di TI, allora il programma P & ben

tipato quando le variabili in W sono istanziate con tipi che
rispettino l'ordinamento di <;

si ricordi che
< allora -int < -int
-cmd < -cmd

21



Notazione.
1. Le variabili di tipo saranno rappresentate dalla lettera

2. Datoun tipo , la notazione _ e definita come segue:

se = -int
= se = -/ntvar
se = -cmd

4

3. La notazione significa <
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TI(,L P, V)=

case P of
n: ( -int, NV {1}
X : if x dom(lN) then('(x), ,V)

else ERRORE

E#E>: et (', <, W) =TI, E, V)
inflet( ", <" W" =TI, E, W)
in (< < { 1= "h W)

E:=E”: fet ([, </,W)=TI([,E, V) iIn
If E =Xx then
If T(X)= -intvar then
(-omg <" { =_, = ;W {})
else ERRORE
else ERRORE
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C;Clet(,<,W)=TI(T,C,V)
infet (', <" W™ =TI, C, W)
in(,s <7 {_=_"}W)

iIT E then C else C”:
let ( ,</,W)=TI(l, E, V)
inflet (', <", W) =TI, C, W)
inflet (7, <", W =TI, C, W
in ( -cmd,
<" " {L=_"=_" <_},

W™ { })

while E do C:

let ( , <, W) =TI(T,E, V)
inlet (', <’ W) =TI(T, C, W)
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in (-cmd, < < {_=_", =_}W {})

let x:= E In C:

let ( , <, W) =TI(T,E, V)
inlet (', <’ W) =TI (I[x : _-int varl, C, W)
in ("< < W)
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esempio:

1. SiaP while x>0 doa:=za+1; x :=x-1
esianol =[x : =-intvar,a: -intvarl] e V={ , }. Sia
anche C il corpo del while. Allora
e, x>0,V)y=(C-int{ =}V { })

TI(rICIV { })=( 'Cmd,{ =, £, = }IV {I / })

Tl(rlPlV)=('Cmdl{SlSI=I=IS}IV {III})
=(-ang,{ =, = 3yV {1}

2.SiaP let x:= 0 in a:= a + X; X:= X + lesianol =
[a: -intvarl e V={ }. Allora... (continuare per esercizio)
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Ora bisogna dimostrare che I'algoritmo TI € corretto.

In particolare vogliamo dimostrare le due proprieta seguenti:

1. (consistenza) Se Tl (I,P,V) non fallisce allora il programma P &
ben tipato in un opportuno ordinamento parziale di tipi;

2. (completezza) Se P & ben tipato in un sistema di tipi (T, <) allora
questo sistema di tipi si puo evincere dall'output di TI (I',P,V).
Un concetto importante per le due proprieta di sopra:

Definizione. Siano (V, <) un ordinamento parziale su variabili e (T, <)
un ordinamento parziale su tipi. Allora (T, <") e una istanza di (V, <) se
esiste una funzioneI:V Ttaleche < ' implical( )<"I( ).

Teorema di Consistenza. Sia TI (I, P, V) = ( , £, W) e (T, <7) sia

un‘istanza di (W, <) con funzione I.

Allora I(I") }— P: I( ), dove I(I") = {x : I( )-intvar | T(x) = -intvar}.
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Prova: Per induzione sulla struttura di P. Analizziamo solamente il caso
quando P let x:= E in C, gli altri sono piu semplici (seguono in
maniera diretta dall’ipotesi induttiva).

Poiche TI (I, P, V) = ( , <, W), allora, per come e definito I'algoritmo
devono essere

( ’ SE/ WE) =TI (r/ E/ V) (1)

(', <¢c, We) =TI (I'[x : _-int var], C, WEg) (2)

con £ =< <. e W= W, Per definizione dell'algoritmo TI, (Wg, <g)
e (W, <¢) sono ordinamenti parziali contenuti in (W, <).

Dunque I(Wg, <g) e contenuto in I(W, <) ed I(W, <c) € contenuto in
I(W, <). Percio, poiche I(W, £) = (T, <7), (T, <7) € una istanza sia di
(WE, <g) che di (W¢, <¢) con funzione I.
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Quindi e possibile applicare le ipotesi induttive su (1) e (2), ottenendo le
regole

(N E: I( ) I(M[x : _-int var) = C: I( ')

Il teorema segue applicando la regola (let) a queste due regole.

Teorema di Completezza. Sia I(I') |— P: con ordinamento parziale di
tipi (T, <7) e con I, funzione di istanza da V a T, dove V € un insieme
che contiene le variabili di tipo in T.

Allora, TI (I, P, V) = (/, £, W) e (T, 1) € un’istanza di (W, <) con
funzione I’ che estende 1.

Prova: Per induzione sulla struttura di P. Analizziamo solamente il caso
quando P while E do C, gli altri sono simili.

29



Assumiamo che I(I') }|—while E do C: -cmd e che le variabili di tipo
che occorrono in I' siano contenute in V.

Per la regola (while), esiste un tipo ’,con < ', taleche I(NHE: "' e
I(N | C: ’~emd con lo stesso ordinamento parziale di tipi (T, <1).

Per ipotesi induttiva, TI(I', E, V) = ( g, <g, WE) con funzione di istanza I’
da We a T che estende 1. Quindi I'( g) = .

Da I(MN | C: -amd segue I'(") — C : ' and poiche I’ estende I e
dom(I) contiene le variabili di I".

Percio & possibile riapplicare le ipotesi induttive, ottenendo TI (I, C, WE)
= ( ¢, Sc, We), con funzione di istanza I” da W¢ a T che estende T'.

Quindi I"( o) = "-cmd.
Ci rimane da verificare che
(-ama, <¢ <¢ {.c=_e, <_cHhWec {})
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con W¢, soddisfa il teorema con funzione di istanza I"[ : 1.
Innanzitutto I"[ : ] estende I per transitivita. Inoltre, poiche (T, <7) €
istanza sia di (Wg, <g) che di (W¢, <¢), segue che esso € anche istanza
di(We Wg <g <0).

Dal fatto che & nuova, che Wg W e che < 7, per la regola (while),
possiamo concludere che (T, <7) eistanzadi W { }, <t <¢ {_c
= _ g, < _cHsecondoIT : 1.
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