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Avvisi
◮ Il primo parziale si svolgerà il giorno 10 Novembre 2007 alleore 9. Oorre isriversi tramite la interfaiahttp://phd.s.unibo.it/isrizioni entro il giorno 4Novembre alle ore 24.00.
◮ L'esame per l'aount dei laboratori si terrà giovedi 25 ottobrein Laboratorio Erolani on il seguente nuovo orario:

◮ INF AL dovranno presentarsi alle 12:30
◮ INF MZ dovranno presentarsi alle 11:00

http://phd.cs.unibo.it/iscrizioni


Sommario
Il ProblemaMintermini e MaxterminiMappe di Karnaugh



Reti Combinatorie: Sintesi
◮ Supponiamo di voler ostruire una rete ombinatoria hesoddis� erte proprietà.
◮ Prima di tutto: ome possiamo spei�are il omportamentohe la rete ombinatoria deve avere?
◮ Ciò he i interessa è il suo omportamento funzionale.

◮ La rete dovrà avere un erto numero m di entrate.
◮ La rete dovrà avere un erto numero n di usite.
◮ Il suo omportamento atteso sarà poi spei�ato tramite nfunzioni booleane in m variabili.



Reti Combinatorie: Sintesi
◮ Sappiamo già he:

◮ data una funzione booleana, esiste sempre il modo di ostruireun'espressione booleana ad essa orrispondente;
◮ dall'espressione booleana, si passa failmente ad una reteombinatoria.

◮ Non è però hiaro se il numero totale di porte logiheimpiegate sia in qualhe senso minimale.



Di Quante Porte Abbiamo Bisogno?
◮ Sempli�ando l'espressioneome AB + AC , si puòottenere un iruito piùsemplie.
◮ È quindi importante esprimerefunzioni booleane in formehe:

◮ failitano le proedure disempli�azione delleespressioni booleane;
◮ onduono a iruiti piùsemplii.

◮ Alune di queste formesono le forme anonihe.
◮ Le forme anonihe sibasano su mintermini emaxtermini.
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Mintermini
◮ Fissato un insieme {A1, . . . ,An} di variabili booleane, unmintermine è un prodotto nel quale tutte le variabili appaionoesattamente una volta, o in forma diretta o in forma negata.

◮ Ad esempio, se l'insieme di variabili di riferimento è
{A,B ,C ,D}, allora ABCD e A BCD sono mintermini, mentreA + BCD e ACD non lo sono.

◮ Un mintermine rappresenta una delle ombinazioni dellevariabili binarie elenate nella tabella di verità:
◮ assume il valore 1 solo per quella spei�a ombinazione;
◮ assume il valore 0 per le altre ombinazioni.

◮ Date n variabili, esistono 2n mintermini distinti.
◮ E.g. nel aso di 2 variabili X e Y , i 4 mintermini sono:

◮ X Y → 00
◮ XY → 01
◮ XY → 10
◮ XY → 11



Mintermini per 3 VariabiliA B C m0 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m70 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 A B C m00 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 A BC m10 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 A B C m20 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 A B C m31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 A B C m41 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 A B C m51 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 A B C m61 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 A B C m7
◮ Per ogni ombinazione delle variabili, esiste il relativomintermine he è il prodotto di 3 letterali.
◮ I letterali sono in forma diretta se il orrispondente bit nellarelativa ombinazione binaria è 1.
◮ I letterali sono in forma negata se il orrispondente bit nellarelativa ombinazione binaria è 0.



Mintermini per 3 VariabiliA B C m0 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m70 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 A B C m00 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 A BC m10 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 A B C m20 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 A B C m31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 A B C m41 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 A B C m51 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 A B C m61 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 A B C m7
◮ Ciasun mintermine è identi�ato nella tabella on il simbolomj , dove j è l'equivalente deimale del numero binarioorrispondente alla ombinazione binaria per la quale ilmintermine assume il valore 1.



Mintermini per 3 VariabiliA B C m0 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m70 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 A B C m00 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 A BC m10 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 A B C m20 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 A B C m31 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 A B C m41 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 A B C m51 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 A B C m61 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 A B C m7
◮ Le olonne intestate m0..m7 sono le tabelle di verità di tutti imintermini.
◮ mi = 1 solo per la ombinazione delle variabili he orrispondeal mintermine mi .



Maxtermini
◮ Il onetto di maxtermine è duale a quello di mintermine.
◮ Fissato un insieme {A1, . . . ,An} di variabili booleane, unmaxtermine è una somma nel quale tutte le variabili appaionoesattamente una volta.

◮ Ad esempio, se l'insieme di variabili di riferimento è {A,B ,C},allora A + B + C e A + B + C sono maxtermini, mentreA + B + C + D e AB + C non lo sono.
◮ Un maxtermine rappresenta una delle ombinazioni dellevariabili binarie elenate nella tabella di verità:

◮ assume il valore 0 solo per quella spei�a ombinazione;
◮ assume il valore 1 per le altre ombinazioni.

◮ Analogamente al aso dei mintermini, date n variabili, esistono2n maxtermini distinti.
◮ E.g. nel aso di 2 variabili X e Y , i 4 maxtermini sono:

◮ X + Y → 11
◮ X + Y → 10
◮ X + Y → 01
◮ X + Y → 00



Maxtermini per 3 VariabiliA B C M0 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M70 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M00 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M10 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 A+ B + C M20 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 A+ B + C M31 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 A+ B + C M41 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 A+ B + C M51 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 A+ B + C M61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 A+ B + C M7
◮ Per ogni ombinazione delle variabili, esiste il relativomaxtermine he è la somma logia di 3 letterali.
◮ I letterali sono in forma diretta se il orrispondente bit nellarelativa ombinazione binaria è 0.
◮ I letterali sono in forma negata se il orrispondente bit nellarelativa ombinazione binaria è 1.



Maxtermini per 3 VariabiliA B C M0 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M70 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M00 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M10 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 A+ B + C M20 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 A+ B + C M31 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 A+ B + C M41 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 A+ B + C M51 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 A+ B + C M61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 A+ B + C M7
◮ Ciasun maxtermine è identi�ato nella tabella on il simboloMj , dove j è l'equivalente deimale del numero binarioorrispondente alla ombinazione binaria per la quale ilmaxtermine assume il valore 0.



Maxtermini per 3 VariabiliA B C M0 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M70 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M00 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 A+ B + C M10 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 A+ B + C M20 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 A+ B + C M31 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 A+ B + C M41 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 A+ B + C M51 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 A+ B + C M61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 A+ B + C M7
◮ Le olonne intestate M0..M7 sono le tabelle di verità di tutti imaxtermini.
◮ Mi = 0 solo per la ombinazione delle variabili he orrispondeal maxtermine Mi .



Mintermini vs Maxtermini
◮ È hiara adesso l'origine dei mintermini e maxtermini:

◮ un mintermine è una funzione booleana, diversa da f = 0,avente il numero minimo di 1 (uno solo) nella propria tabelladi verità;
◮ un maxtermine è una funzione booleana, diversa da f = 1,avente il maggior numero di 1 (2n − 1) nella propria tabella diverità.

◮ Si noti he un mintermine e un maxtermine identi�ati dallostesso pedie sono l'uno il omplemento dell'altro:Mi = mi
◮ E.g., m3 = ABC = A + B + C = M3
◮ Adesso vediamo il motivo per ui i interessano mintermini emaxtermini.



Somme di Mintermini
◮ Una funzione booleana può essere espressa a partire dallarelativa tabella di verità, sommando tutti i mintermini hefanno assumere il valore 1 alla funzione.

◮ Questa espressione è hiamata somma di mintermini.
◮ E.g., X Y Z F0 0 0 10 0 1 00 1 0 10 1 1 01 0 0 01 0 1 11 1 0 01 1 1 1
◮ F assume il valore 1 per le ombinazioni delle variabiliX ,Y ,Z : 000, 010, 101, 111.



Somme di Mintermini
◮ E.g., X Y Z F0 0 0 10 0 1 00 1 0 10 1 1 01 0 0 01 0 1 11 1 0 01 1 1 1
◮ Questi ombinazioni orrispondono ai mintermini m0,m2,m5,m7.
◮ Siome mi = 1 per la ombinazione delle variabili he orrisponde almintermine mi , F = m0 + m2 + m5 + m7.
◮ Tale espressione può essere ulteriormente abbreviata elenando i pediidei mintermini: F (X ,Y ,Z ) =

Xm(0, 2, 5, 7)dove il simbolo P india la somma logia (OR) dei mintermini.
◮ Si onsideri ora F ..



Somme di Mintermini X Y Z F F0 0 0 1 00 0 1 0 10 1 0 1 00 1 1 0 11 0 0 0 11 0 1 1 01 1 0 0 11 1 1 1 0
◮ Si ottengono i valori di F nella tabella di verità sambiando i valoriassunti da F .
◮ Considerando la somma logia dei mintermini di F , si ottiene:F = m1 + m3 + m4 + m6o in forma abbreviata:F (X ,Y ,Z ) =

Xm(1, 3, 4, 6)
◮ Quindi, i mintermini usati per esprimere F sono quelli he mananodall'eleno di mintermini utilizzati per F .
◮ Si osservi ome la somma di tutti i possibili mintermini sia equivalentealla ostante 1.



Prodotti di Maxtermini
◮ Abbiamo visto he per ogni i , mi = Mi e Mi = mi .
◮ Si onsideri anora F .
◮ Si può ottenere F e�ettuando il omplemento di F :F = m1 + m3 + m4 + m6F = m1 m3 m4 m6

= M1M3M4M6
= (X + Y + Z )(X + Y + Z )(X + Y + Z )(X + Y + Z )

◮ Quindi, una funzione booleana può essere espressa omeprodotto di maxtermini.
◮ La forma abbreviata di questo prodotto è:F (X ,Y ,Z ) =

∏M(1, 3, 4, 6)dove il simbolo ∏ india il prodotto logio (AND) deimaxtermini.



Somme di Mintermini/Prodotti di Maxtermini
◮ Si noti he i numeri deimali inlusi nel prodotto di maxterminidella funzione F oinidono on quelli inlusi nella somma dimintermini della funzione F :F (X ,Y ,Z ) =

∏M(1, 3, 4, 6)F (X ,Y ,Z ) =
∑m(1, 3, 4, 6)

◮ Le somme di mintermini e i prodotti di maxtermini sono duerappresentazione anonihe della funzione di partenza.
◮ Ma, tali rappresentazioni ontengono il massimo numeri diletterali.
◮ È possibile ridurre il numero di letterali?
◮ Sì, vediamo adesso ome...



Somme di Prodotti
◮ Le somme di mintermini si possono generalizzare a somme diprodotti di letterali he non siano neessariamente somme dimintermini.
◮ Una somma di prodotti �semplie� per una erta funzione puòessere ottenuta manipolando algebriamente la relativa sommadi mintermini:

◮ E.g.,: ABC + ABC + ABC = ABC + AB(C + C )

= ABC + AB
= A(BC + B)

= A((B + B)(C + B))

= A(C + B) = AC + AB
◮ L'espressione �nale è la somma di due prodotti, iasuna ondue letterali.



Somme di Prodotti
◮ Il iruito logio relativo ad una somma di prodotti onsiste inun gruppo di porte AND seguite da una porta OR.

◮ E.g.,:
◮ Ogni prodotto rihiede una porta AND.
◮ La somma logia si forma on una porta OR ai ui ingressiarrivano le usite delle porte AND e i segnali orrispondenti ailetterali singoli.



Prodotti Di Somme
◮ Dualmente alle somme di prodotti, possiamo ostruireprodotti di somme di letterali he non siano neessariamenteprodotti di maxtermini.
◮ Anhe in questo aso la manipolazione algebria può aiutari aottenere un prodotto di somme semplie a partire da unprodotto di maxtermini:

◮ E.g.,:
(A + B + C )(A + B + C )(A + B + C )(A + B + C )(A + B + C )

= (A + B)(C + C )(A + B)(C + C )(A + B + C )

= A(B + B)(A + B + C )

= AA + A(B + C )

= A(B + C )

◮ L'espressione �nale è un prodotto di due somme, il primo onun letterale, il seondo on due letterali.



Prodotti Di Somme
◮ Il iruito logio relativo ad un prodotto di somme onsiste inun gruppo di porte OR seguite da una porta AND.

◮ Ad esempio:
◮ Ogni somma rihiede una porta OR.
◮ Il prodotto logio si forma on una porta AND ai ui ingressiarrivano le usite delle porte OR e i segnali orrispondenti ailetterali singoli.



Implementazioni a Due Livelli
◮ Nel aso dei iruiti relativi a somme di prodotti e a prodotti di somme siparla di implementazioni a due livelli.(Le porte AND seguite da una porta OR )(Le porte OR seguite da una porta AND )
◮ In generale, potremmo avere a he fare on iruiti he non possonoessere espressi su due livelli.

◮ Ma le implementazioni a due livelli sono omunque universiali.
◮ Deidere se utilizzare un'implementazione a due livelli oppure multilivello(tre o più livelli) è una deisione ritia a livello progettuale. Aluneonsiderazioni:

◮ il numero di porte;
◮ il numero di ingressi per iasuna porta;
◮ il ritardo he interorre tra l'istante di appliazione dei segnali diingresso e l'istante in ui sono disponibili i segnali in usita.



Implementazioni a Due Livelli
◮ Nel seguito desriveremo una tenia di sempli�azione per leimplementazioni a due livelli.

◮ Si può omunque utilizzare la sempli�azione algebria, omegià antiipato.
◮ Tale tenia, però, risulta di di�ile implementazione. Inpartiolare:

◮ è di�ile antiipare il risultato dei passaggi suessivi;
◮ è di�ile determinare se è stata ottenuta l'espressione piùsemplie.

◮ Verranno invee utilizzate le mappe di Karnaugh, he o�ronouna proedura diretta per la sempli�azione di funzioni.
◮ Se sono usate on attenzione, danna luogo all'espressioni piùsemplii.



Mappe di Karnaugh
◮ Una mappa di Karnaugh è un diagramma omposto da elle.
◮ Tale diagramma può dare una rappresentazione gra�a di unafunzione booleana:

◮ Riordate he una funzione può essere espressa ome sommadi mintermini.
◮ Ogni ella rappresenta un mintermine della funzione.
◮ Quindi, una funzione è identi�abile gra�amente su unamappa ome l'insieme delle elle orrispondenti ai mintermini.

◮ Possiamo anhe vedere una mappa di Karnaugh ome unmodo per spei�are la tabella di verità di una funzione.
◮ In questa prospettiva, ad ogni ella della mappa di Karnaughorrisponde un assegnamento di verità della funzione.

◮ A di�erenza di iò he suede on le tabelle di verità, nellemappe di Karnaugh, l'adiaenza �sia tra le elle orrispondeall'adiaenza logia dei orrispondenti assegnamenti di verità.
◮ In altre parole, elle adiaenti orrispondono ad assegnamentidi verità alle variabili he di�erisano nel valore assegnato aduna singola variabile.



La Mappa di Karnaugh a Due Variabili
◮ La mappa di Karnaugh a due variabili è formata da 4 elle:

◮ una per iasun mintermine.
◮ 0 e 1 su righe e olonne denotano il valore delle due variabili Xe Y.

◮ E.g., la ella 00 denota X=0, Y=0.
◮ Nella mappa, ogni ella è etihettata on il orrispondentemintermine.

◮ E.g., la ella 00 è riservata per m0=X'Y'.



Mappa di Karnaugh a Due Variabili: Esempio
◮ Esistono altri modi di rappresentare le mappe di Karnaugh.
◮ Uno di questi usa delle barre per indiare gli insiemi delle elledove una data variabile vale 1.

◮ Il nome della variabile viene indiato a lato della barra o soprala barra (vedi A e B in �gura).AB 1 11 0A
B A B F0 0 10 1 11 0 11 1 0

◮ A ogni ella della mappa orrisponde una riga della tabella diverità.
◮ E.g., la ella in basso a sinistra orrisponde ad A=1, B=0.
◮ A essa orrisponde la terza riga della tabella.
◮ Il ontenuto di tale ella (1) è il valore di verità di F per A=1 eB=0.



La Mappa di Karnaugh a Tre Variabili
◮ La mappa di Karnaugh a tre variabili è formata da 8 elle.

◮ Come al solito, a una ella orrisponde un mintermine.
◮ Le righe e olonne denotano il valore delle tre variabili X e (Ye Z) rispettivamente.
◮ Si noti he la sequenza nelle olonne (m0, m1, m3, m2) non èla usuale sequenza.

◮ Solo un bit ambia tra elle adiaenti: 000↔001↔011↔010.
◮ Nella �gura di destra, le barre nelle righe e olonne indiano gliinsiemi delle elle dove X=1, Y=1, o Z=1. E.g.:

◮ Tutte e sole le 4 elle della seonda riga hanno X=1.
◮ Tutte e sole le 4 elle entrali hanno Z=1.



Mappa di Karnaugh a Tre Variabili: Esempio
◮ Eo un esempio on variabili A, B, e C.
◮ Si noti la posizione delle variabili, diversa rispetto a prima.

◮ A sta al posto di Y, B al posto di X, C al posto di Z.
◮ I ontenuti delle elle sono i valori orrispondenti di F nellatabella di verità di F.

◮ Per tutte le elle della prima riga (B=0), si ha F=1.
◮ Anhe per la ella in ui A=1, B=1 e C=1 (m7) F vale 1.

ABC 1 10 0 11 01
A

B
C A B C F0 0 0 10 0 1 10 1 0 00 1 1 01 0 0 11 0 1 11 1 0 01 1 1 1



La Mappa di Karnaugh a Quattro Variabili
◮ La mappa di Karnaugh a quattro variabili ha 16 elle.

◮ Come al solito, a una ella orrisonde un mintermine.
◮ Le righe e olonne denotano il valore delle quattro variabili (We X) e (Y e Z).
◮ Le sequenze nelle olonne e nelle righe di�erisono dalle usualisequenze.

◮ Solo un bit ambia tra elle adiaenti.



La Mappa di Karnaugh a Quattro Variabili
◮ Le barre nelle righe e olonne indiano gli insiemi delle elledove W=1, X=1, Y=1, o Z=1. E.g.:

◮ Tutte e sole le 8 elle delle ultime due righe hanno W=1.
◮ Tutte e sole le 8 elle delle olonne entrali hanno Z=1.



Mappa di Karnaugh a Quattro Variabili: EsempioABCD 1 11 0 01 100 11 0 01 10A
B

C
D

◮ Vediamo un esempio di mappa a 4 variabili.
◮ Le elle ontengono i valori orrespondenti nella tabella diverità di una funzione F.

◮ Il bloo entrale di 4 elle, dove F=0, ontiene gliassegnamenti per ui C=1 e D=1.



Raggruppamenti
◮ Consideriamo ora una mappa di Karnaugh a n variabili.
◮ Segliamo k ≤ n variabili tra esse.
◮ Supponiamo he le k variabili selte assumano ognuna unvalore binario �ssato a priori, mentre le altre n − k possanoprendere qualunque valore binario.
◮ In questo modo abbiamo impliitamente de�nito un insieme diassegnamenti di verità, ui orrisponderà una regione (insiemedi elle) della mappa di Karnaugh, he hiamiamoraggruppamento (o rettangolo, o aoppiamento).
◮ In analogia on quanto avviene nei mintermini e neimaxtermini, possiamo assoiare ad ogni raggruppamento:

◮ un prodotto di letterali he vale 1 solo negli assegnamenti delraggruppamento.
◮ una somma di letterali, he vale 0 solo negli assegnamenti delraggruppamento.



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

Prodotto Corrispondente: CDSomma Corrispondente: C + D
◮ In quest'esempio è evidenziato il raggruppamento entrale.
◮ Tutte e 4 le elle del rettangolo entrale hanno C=1 e D=1.
◮ A e B invee possono prendere qualunque valore binario.

◮ Al rettangolo orrisponde il prodotto di letterali CD.
◮ Infatti esso vale 1 solo nelle elle interne al raggruppamento.

◮ Al rettangolo orrisponde anhe la somma di letterali C+D.
◮ Tale somma vale 0 solo nelle elle interne al raggruppamento.



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

◮ Vediamo un altro esempio on un raggruppamento di 4 elle.
◮ Le elle della seonda riga hanno tutte A=0 e C=1, invee B eD possono prendere qualunque valore.
◮ Abbiamo quindi:Prodotto Corrispondente: ACSomma Corrispondente: A + C



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

◮ In quest'esempio invee abbiamo un rettangolo di 2 elle.
◮ Per queste elle, A=0, C=0 e D=1, invee B può prenderequalunque valore.
◮ Quindi: Prodotto Corrispondente: A CDSomma Corrispondente: A + C + D



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

◮ Abbiamo di nuovo un rettangolo di 4 elle.
◮ Per queste elle, C=0 e D=1, invee A e B possono prenderequalunque valore. Quindi:Prodotto Corrispondente: CDSomma Corrispondente: C + D
◮ Notare he si tratta di elle adiaenti, perhé la prima el'ultima riga sono tra loro adiaenti (di�erisono solo perl'assegnamento di verità della variabile A).



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

◮ Abbiamo anora elle adiaenti.
◮ E.g., la prima ella della prima riga (0000) è adiaente:

◮ alla prima ella dell'ultima riga (1000);
◮ all'ultima ella della prima riga (0100).

◮ E.g., l'ultima ella della prima riga (0100) è adiaente:
◮ alla prima ella della prima riga (0000);
◮ all'ultima ella dell'ultima riga (1100).



Esempio di RaggruppamentoABCD
A

B
C D

◮ Nel rettangolo di 4 elle evidenziato, C=0 e D=0, mentre A eB possono prendere qualunque valore.
◮ Da iò otteniamo:Prodotto Corrispondente: C DSomma Corrispondente: C + D



Come si Utilizzano le Mappe?
◮ Le mappe di Karnaugh servono a sempli�are le funzionibooleane. L'idea è:1. esprimere la funzione ome somma di mintermini;2. rappresentare i mintermini ome `1' nella mappa;3. trovare una �buona� opertura degli `1'.
◮ Una opertura è un insieme di rettangoli he opra tutti e soli imintermini.

◮ E.g., l'insieme di tutte le elle on i mintermini è unaopertura, in ui i rettangoli hanno tutti un solo elemento.
◮ In tal modo, troviamo una somma di prodotti per la funzionedi partenza: basterà onsiderare la somma dei prodottiorrispondenti a tutti i raggruppamenti/rettongoli dell'insieme.
◮ Una buona opertura è quella he onsente di sempli�are lafunzione.
◮ Come avviene la sempli�azione?



Sempli�azione in Forma di Somma di Prodotti
◮ La sempli�azione avviene ombinando più rettangoli.
◮ Due elle adiaenti di�erisono sempre per una variabile, he èin forma diretta in una ella e negata nell'altra.
◮ La somma logia di due elle adiaenti è sempli�atarimuovendo la variabile non in omune.
◮ Così, all'aumentare di elle ombinate, si ottengono prodottion meno letterali.
◮ Per 3 variabili:

◮ Un rettangolo di 2 elle rappresenta un prodotto di 2 letterali.
◮ Un rettangolo di 4 elle rappresenta un prodotto di 1 letterale.

◮ Per 4 variabili:
◮ Un rettangolo di 2 elle rappresenta un prodotto di 3 letterali.
◮ Un rettangolo di 4 elle rappresenta un prodotto di 2 letterali.
◮ Un rettangolo di 8 elle rappresenta un prodotto di 1 letterale.



Esempio di Sempli�azione 1 10 1 11 011 10 1 11 00A
B

C D
Somma di Prodotti: C + BD + AD

◮ In quest'esempio è evidenziata una opertura on 3 rettangoli.
◮ Tutti i mintermini sono operti.
◮ I rettangoli sono orrispondenti ai prodotti C , BD,AD.



Esempio di Sempli�azione 1 10 1 11 011 10 1 11 00A
B

C D
Somma di Prodotti: C + BD + AD

◮ Altre operture erano possibili: E.g.,
◮ A C + AC + ACD + ABCD
◮ In tal aso, si potevano ombinare aluni raggruppamenti, perottenere delle sempli�azioni. E.g., era possibile:

◮ ombinare i due rettangoli adiaenti A C e AC , per ottenere ilraggruppamento C di 8 elle, ed eliminare osì una variabile.
◮ ombinare ACD on il rettangolo A CD ompreso nelrettangolo C , per ottenere il rettangolo AD di 4 elle, edeliminare osì un'altra variabile.
◮ ombinare ABCD on le elle della seonda olonna, perottenere il rettangolo BD di 4 elle, ed eliminare osì 2variabili.



Sempli�azione in Forma di Prodotto di Somme
◮ Finora è stata onsiderata la sempli�azione in forma disomma di prodotti.
◮ Si onsideri he:

◮ i mintermini non inlusi nella funzione F appartengono a F';
◮ F' è rappresentata nella mappa dalle elle non marate 1.

◮ Per ottenere F in forma di prodotto di somme possiamo quindiproedere ome segue:1. Si marano le rimanenti elle on 0;2. Si ombinano le elle di 0, ottenendo la sempli�azione di F' informa di somma di prodotti;3. Si omplementa F' per ottenere F in forma di prodotto disomme.



Esempio di Sempli�azione 1 10 1 11 011 10 1 11 00A
B

C D
Prodotto di Somme: (C + D)(A + B + C )

◮ La funzione F è rappresentata dagli 1.
◮ Si marano le elle orrispondenti a F' on 0.
◮ Aluni possibili raggruppamenti per gli 0 in forma di prodottisono: BCD, BCD, ABCD.
◮ Si proede alle sempli�azioni:

◮ ABCD on ABCD , ontenuto in BCD : otteniamo ABC .
◮ BCD on BCD: otteniamo BD .

◮ Otteniamo, per F', l'espressione BD + ABC .
◮ Complementandola, si ottiene (B + D)(A + B + C ).



Implianti
◮ Durante il proesso di sempli�azione, bisogna assiurarsi he:

◮ siano inlusi tutti i mintermini della funzione;
◮ il risultato sia il più semplie ottenibile.

◮ I primi implianti essenziali fornisono un metodosistematio per il rionosimento degli elementi neessari enon ridondanti.
◮ Cosa sono i primi implianti essenziali?
◮ Data una funzione:

◮ un impliante è un prodotto di letterali, he orrisponde a unrettangolo della mappa della funzione he ontiene soli 1.
◮ un primo impliante è un impliante ottenuto ombinando ilmassimo numero di elle adiaenti nella mappa.

◮ Quindi se rimuoviamo letterali da un primo impliante � ioèse allarghiamo il rettangolo � non abbiamo più un impliante.
◮ un primo impliante essenziale è un primo impliante, heopre una ella non operta da nessun altro primo impliante.



Sempli�azione in Somma di Prodotti: Proedura Formale
◮ Esiste una proedura formale per la sempli�azione di unamappa di Karnaugh in una somma di prodotti:1. Prima di tutto, oorre determinare tutti i primi implianti.

◮ Nella mappa di Karnaugh, si evidenziano i rettangoli he:
◮ ontengono soli 1,
◮ non sono inlusi in altri rettangoli di soli 1.2. Oorre poi isolare i primi implianti essenziali.

◮ Nella mappa di Karnaugh, si selezionano i primi implianti hehanno solo elle ontenute in altri primi implianti.
◮ Tali implianti non sono essenziali e vanno sartati.3. L'espressione sempli�ata si ottiene ome somma logia deiprodotti orrispondenti a:

◮ i primi implianti essenziali,
◮ più eventuali primi implianti non essenziali, ma neessari adottenere una opertura.

◮ Oorre assiurarsi he ogni primo impliante non essenzialeinluso nella somma sia neessario!
◮ ioè, deve ontenere almeno un 1 non operto da altri prodotti.



Esempio: Primi Implianti1. Determinare i primi implianti.
◮ In questa mappa sonoevidenziati rettangoli heontengono soli 1.
◮ A iasun rettangolo è assoiatoun prodotto:

◮ AB C D (m0)
◮ BCD (m3,m11)
◮ ABC (m10,m11)
◮ ACD (m11,m15)
◮ ABD (m13,m15)
◮ ABC (m12,m13)

◮ Non è possibile ottenererettangoli più grandi togliendodei letterali da questi implianti.

ABCD 1 00 1 00 000 01 1 11 01A
B

C
D

◮ Quindi sono tuttiprimi implianti.
◮ Sono tutti essenziali?



Esempio: Primi Implianti Essenziali2. Isolare i primi implianti essenziali.
◮ Per isolare i primi impliantiessenziali, i dobbiamo hiedere:quali sono le elle operte da unsolo rettangolo?

◮ m0
◮ m3
◮ m10
◮ m12

◮ Queste elle sono operte daquattro diversi primi implianti.
◮ Quindi, solo questi primiimplianti sono essenziali.

ABCD 1 00 1 00 000 01 1 11 01A
B

C
D



Esempio: Prima Possibilità3. Ottenere l'espressione sempli�ata.
◮ Per �nire, dobbiamo oprire leelle he:

◮ ontengono degli 1,
◮ ma non sono operte da primiimplianti essenziali.

◮ Quali sono queste elle?
◮ Solo m15.

◮ Quali primi implianti opronom15?1. ACD (m11, m15).2. ABD (m13, m15).
◮ Prima possibilità: ACD
◮ Espressione risultante ⇒

ABCD 1 00 1 00 000 01 1 11 01A
B

C
D

AB C D+ABC+BCD+ABC+ACD



Esempio: Seonda Possibilità3. Ottenere l'espressione sempli�ata.
◮ Per �nire, dobbiamo oprire leelle he:

◮ ontengono degli 1,
◮ ma non sono operte da primiimplianti essenziali.

◮ Quali sono queste elle?
◮ Solo m15.

◮ Quali primi implianti opronom15?1. ACD (m11, m15).2. ABD (m13, m15).
◮ Prima possibilità: ACD
◮ Seonda possibilità: ABD
◮ Espressione risultante ⇒

ABCD 1 00 1 00 000 01 1 11 01A
B

C
D

AB C D+ABC+BCD+ABC+ABD



Sempli�azione in Prodotto di Somme: Proedura Formale
◮ Abbiamo visto ome ostruire una somma di prodotti.
◮ Come ostruire invee un prodotto di somme?1. Data una funzione booleana F , si onsidera il suoomplemento F .

◮ Una mappa di Karnaugh per F si ottiene dalla mappa per Finvertendo tutti i bit.2. Si applia poi alla mappa di Karnaugh per F la proedura disempli�azione, ottenendo una somma di prodotti per F .
◮ Non è neessario modi�are la mappa di Karnaugh di F .3. Alla �ne, si trasforma l'espressione in un prodotto di sommeper F usando il teorema di De Morgan.
◮ E.g., se F = AB + BCD, allora:F = F = AB + BCD

= AB · BCD
= (A + B)(B + C + D)

= (A + B)(B + C + D)



Condizioni di Non-Spei�azione
◮ Esistono appliazioni in ui non è spei�ato il valore dellafunzione per erte ombinazioni di valori delle variabili.
◮ Ciò si può veri�are in almeno due situazioni:

◮ Aluni possibili input non si presentano mai in pratia e, dionseguenza, non è rilevante il valore dell'output.
◮ La rete ombinatoria su aluni input può produrreindi�erentemente uno dei due valori in output.

◮ Tali funzioni si hiamano funzioni non ompletamentespei�ate.
◮ I mintermini non spei�ati si hiamano ondizioni dinon-spei�azione, o �don't are�.



Condizioni di Non-Spei�azione
◮ Le ondizioni di non-spei�azione non possono essere marateon 1 o 0 nella mappa:

◮ il valore della funzione per quelle ombinazioni di valori non èspei�ata.
◮ Tali elle sono marate X per distinguerle da 1 e 0.

◮ Infatti, esse possono essere ombinate on le elle 0 e 1durante la sempli�azione:
◮ è indi�erente he a un mintermine non spei�ato siaassegnato 1 o 0!

◮ La selta di 0 o 1 dipende da quale possibilità general'espressione più semplie.
◮ Si noti he, una volta ottenuta una espressione dalla mappa diKarnaugh, gli output non saranno più indeterminati!
◮ L'espressione ottenuta assumerà preisi valori inorrispondenza di ogni dato assegnamento.



Condizioni di Non-Spei�azione: Esempio
◮ In questa mappa esistono delleondizioni di non-spei�azione:

◮ sono le elle marate on X(m0, m2, m5).
◮ Per iasuna X siamo liberi diombinarla ome vogliamo.
◮ Quali ombinazioni generano irettangoli maggiori?

◮ Abbiamo due possibilità:
◮ (m1, m3, m5, m7)
◮ (m0, m1, m2, m3)

◮ Prima possibilità: AD
◮ Espressione risultante ⇒

ABCD X 1X 1 0X 010 00 1 00 01A
B

C
D

Somma di Prodotti: AD + CD



Condizioni di Non-Spei�azione: Esempio
◮ In questa mappa esistono delleondizioni di non-spei�azione:

◮ sono le elle marate on X(m0, m2, m5).
◮ Per iasuna X siamo liberi diombinarla ome vogliamo.
◮ Quali ombinazioni generano irettangoli maggiori?

◮ Abbiamo due possibilità:
◮ (m1, m3, m5, m7)
◮ (m0, m1, m2, m3)

◮ Prima possibilità: AD
◮ Seonda possibilità: AB
◮ Espressione risultante ⇒

ABCD X 1X 1 0X 010 00 1 00 01A
B

C
D

Somma di Prodotti: AB + CD
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