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Il Livello Logio-Digitale
◮ Il ilo di lezioni he andiamo ad iniziare riguarda il livellologio-digitale.
◮ Come abbiamo introdotto all'inizio del orso, il livellologio-digitale sta alla base delle gerarhia di mahinevirtuali.
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◮ In questo livello, i programmi sono ostitutiti da iruitidigitali (o reti logihe), i ui omponenti fondamentali sonodetti porte logihe.
◮ I iruiti sono entità onrete e tangibili, per ui non vannotradotti o interpretati.
◮ Il funzionamento interno delle porte logihe si può omprenderesolo ad un livello inferiore, detto livello dei dispositivi.

◮ Questo livello non è mostrato nella �gura.
◮ Riade nel ampo del'ingegneria elettronia.
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Nel livello logio-digitale, esistono due lassi di reti logihe:
◮ Le reti ombinatorie, he non hanno uno stato interno e heverranno studiate in questa parte del orso. Esempio: ALU.
◮ Le reti sequenziali, he hanno uno stato interno e heverranno studiate nella prossima parte del orso. Esempio:registri.



Ciruiti Digitali
◮ Un iruito digitale è un'interonnessione di porte logihe.
◮ Nei �li he interonnettono le porte logihe in un iruito sonopresenti solo due valori logii:

◮ Il valore 0, rappresentato da un segnale ompreso tra 0 e 1volt.
◮ Il valore 1, rappresentato da un segnale ompreso tra 3 e 5volt.
◮ Le tensioni al fuori di questi intervalli non sono ammesse.

◮ Esistono almeno inque tipi diversi di porte logihe: NOT,NAND, NOR, AND, OR.
◮ La �gura mostra i simboli usati per indiare queste portelogihe.



Ciruiti Digitali
◮ Un esempio di iruito è omposto da 4 porte logihe dove:

◮ le usite delle porte AND sono onnesse alle porte OR e NOR.
◮ Si noti he:

◮ Ogni porta logia ha uno o più ingressi e un'usita.
◮ Ogni iruito ha uno o più ingressi e una o più usite.



Ciruiti Digitali
◮ Gli ingressi di un iruito possono essere onnessi:

◮ Ad uno degli ingressi di una porta logia.
◮ Ad una delle usite del iruito.

◮ In un iruito, l'usita di una porta logia può essere onnessa:
◮ Ad uno degli ingressi di un'altra porta logia.
◮ Ad una delle usite del iruito.Porte Logihe

Ciruito di Esempio



Reti Combinatorie
◮ Le reti ombinatorie sono iruiti digitali he non ontengonoili.

◮ In altre parole, non possono esistere ammini ilii all'internodel iruito.
◮ Un input per il iruito onsiste in una sequenza di valoribinari, uno per ogni ingresso del iruito.

◮ ABCD nel nostro esempio.
◮ Un output per un iruito onsiste in una sequenza di valoribinari, uno per ogni usita del iruito.

◮ FG nel nostro esempio.



Reti Combinatorie
◮ L'output di una rete ombinatoria in orrispondenza di unerto input si può alolare ome segue:

◮ Per ogni porta logia, se sono noti i valori binari inorrispondenza dei suoi ingressi, allora sarà noto anhe il valorebinario in orrispondenza della sua usita.
◮ Nel nostro esempio:

◮ Dati i valori degli ingressi A e B, la porta AND di sopraprodue un'usita F1.
◮ F1 diventa il primo ingresso della porta OR.
◮ Analogamente, i valori degli ingressi C e D portano all'usitaF2 alla porta AND di sotto.
◮ F2 diventa il seondo ingresso della porta OR.
◮ L'usita F si può ottenere usando i valori F1 e F2 all'ingressodella porta OR.



Reti Combinatorie
◮ Le regole he permettono di determinare, per ogni portalogia, quale sia il valore della sua usita in orrispondenza diiasun valore delle entrate dipendono solo dal tipo di porta.
◮ Vediamo adesso i omportamenti funzionali delle porte logihedi base...



Porte Logihe - Comportamenti Funzionali
◮ Nella �gura:

◮ A e B rappresentano gli ingressi delle porte;
◮ X rappresenta l'usita delle porte;
◮ ogni riga spei�a il valore in usita, data una partiolareombinazione dei valori in ingresso.
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Porte Logihe - Comportamenti Funzionali
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◮ La porta NOT è un invertitore he:
◮ onverte un valore logio 0 in un valore logio 1;
◮ onverte un valore logio 1 in un valore logio 0.

◮ La porta NAND produe un segnale di usita 0 logio se e solose entrambi i segnali di ingresso valgano 1.
◮ La porta NOR risponde on un segnale di usita 1 logio se esolo se entrambi i segnali di ingresso valgano 0.



Porte Logihe - Comportamenti Funzionali
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◮ Faendo passare il valore in usita della porta NAND in uniruito invertitore, si ottiene la porta AND il uiomportamento è l'opposto di quello della porta NAND.
◮ L'usita vale 1 se e soltanto se entrambi gli ingressi valgono 1.

◮ Analogamente, è possibile ollegare la porta NOR a uninvertitore, in modo da ottenere la porta OR il uiomportamento è l'opposto di quello della porta NOR.
◮ L'usita vale 1 se almeno uno dei ingressi vale 1.



Porte Logihe - Comportamenti Funzionali
(b)

NAND
A

B

X

A B X

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

(c)

NOR
A

B

X

A B X

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

AND
A

B

X

(d)

A B X

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

OR
A

B

X

(e)

A B X

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

(a)

NOT

A

A X

X

0 1

1 0

◮ Quindi, i erhi alla �ne delle porte NAND e NORrappresentano un'inversione.
◮ Si noti he le porte NAND, NOR, AND, OR possono avere piùdi due ingressi.
◮ Si può supporre, a questo punto, he il tempo neessario allavalorizzazione dell'usita di una porta logia sia trasurabile.



Come Sono Realizzate le Porte Logihe?
◮ Il funzionamento interno delle porte logihe è un problema dilivello dei dispositivi.
◮ Questo livello si trova sotto il nostro livello 0 (livello logiodigitale): quindi non e ne ouperemo in dettaglio.

◮ Però è importante avere un'idea di base.
◮ La moderna logia digitale si basa sui transistor.
◮ Il transistor è un dispositivo elettronio, he funziona ome uninterruttore.
◮ Uno o più transistor ollegati tra loro danno origine a portelogihe (NAND, OR, NOT, . . . ).
◮ Vediamo in breve ome è fatto un transistor.
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◮ Il transistor ha tre onnessioni verso il mondo esterno: ilollettore, la base, e l' emettitore.
◮ La base funziona ome uno strumento di ontrollo, he vieneattivato on una tensione di ingresso: Vin in �gura (a).
◮ Se Vin è una tensione �alta� (e.g., da 2 a 5V) la orrente èlibera di passare dal ollettore all'emettitore.
◮ Se Vout è una tensione �bassa� (e.g., da 0 a 1V) il ollettoreviene separato dall'emettitore, e la orrente non può passare.



Invertitore
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◮ Se il transistor ha il ollettore ollegato a una tensione +VCCtramite una resistenza, e l'emettitore ollegato a terra (a):
◮ quando Vin è alta, Vout è bassa (al livello della terra)
◮ quando Vin è bassa, Vout è alta (viina alla tensione +VCC )

◮ Questo omporta una inversione del segnale di ingresso Vin.
◮ Per questo motivo, il iruito (a) si hiama invertitore.

◮ Se diiamo he �alto� orrisponde a �1� e �basso� a �0�,abbiamo realizzato un NOT logio!



NAND
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◮ La �gura (b) mostra un altro iruito, in ui abbiamo duetransistor in serie, on basi V1 e V2.
◮ La orrente è libera di irolare attraverso i due transistor solose entrambe le basi sono a un livello alto.
◮ Quindi Vout è basso se e solo se V1 è alto E V2 è alto.
◮ Di onseguenza, (b) può rappresentare un NAND logio.
◮ Per ottenere un AND bisogna inserire un invertitore dopo Vout

◮ L'AND è più ostoso del NAND, perhé rihiede 3 transistor!
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◮ La �gura () mostra un terzo iruito, in ui abbiamo duetransistor ollegati in parallelo.
◮ La orrente è libera di irolare se almeno una base è a unlivello alto.
◮ Quindi Vout è basso se V1 è alto OPPURE V2 è alto.
◮ Di onseguenza, () può rappresentare un NOR logio.
◮ Per ottenere un OR bisogna inserire un invertitore dopo Vout

◮ L'OR è più ostoso del NOR, perhé rihiede 3 transistor!



Aspetti Tenologii dei Transistor
◮ Una tensione tipia per VCC è 5V.
◮ Il tempo he un transistor impiega per passare da uno statoall'altro (e.g. da Vout = 5V a Vout = 0V ) è di pohinanoseondi.
◮ Esistono due prinipali tenologie di ostruzione dei gate:

◮ la tenologia bipolare, he può essere di vari tipi:
◮ TTL (Transistor-Transistor Logi);
◮ ECL (Emitter-Coupled Logi), più veloe della prima;

◮ la tenologia MOS (Metal Oxide Semiondutor).
◮ I gate MOS sono più lenti dei TTL ed ECL, però sono piùpioli e onsumano meno potenza.
◮ Quindi saldano meno!
◮ Le CPU e memorie moderne usano la tenologia CMOS, hefunziona on VCC a 3,3V.



L'Algebra di Boole
◮ L'Algebra di Boole è un utile strumento per l'analisi e la sintesidelle reti ombinatorie e sequenziali.
◮ Le Algebre di Boole sono strutture algebrihe he soddisfanoalune proprietà.

◮ Lo studio delle Algebre di Boole in generale rihiederebbetroppo tempo.
◮ A noi interessa una partiolare Algebra di Boole, he onsistenell'insieme B = {0, 1} e in tre operazioni su questo insieme:

◮ L'operazione binaria di addizione, indiata on + oppure onOR. Valgono le seguenti identità: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1,1 + 0 = 1 e 1 + 1 = 1.
◮ L'operazione binaria di moltipliazione, indiata on ·, onAND oppure tramite la semplie giustapposizione deglioperandi. Valgono le seguenti identità: 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0,1 · 0 = 0 e 1 · 1 = 1.
◮ L'operazione unaria di negazione, indiata on il simboloNOT oppure on una linea sopra il relativo operando. Valgonole seguenti identità: 0 = 1 e 1 = 0.



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ Si notino le identità di base dell'algebra booleana.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ Le prime nuove identità oinvolgono una singola variabile.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ L'identità 9 stabilise he la doppia negazione restituise lavariabile originale.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ L'identità 10 e 11 sono le leggi ommutative.
◮ Stabilisono he l'ordine in ui le variabili sono presenti nonin�uenza il risultato quando si usano gli operatori AND e OR.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ L'identità 12 e 13 sono le leggi assoiative.
◮ Stabilisono he il risultato di un'operazione on 3 variabili èindependente dell'ordine on ui queste sono onsiderate.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ L'identità 14 e 15 sono le leggi distributive.

◮ L'identità 14 è ben nota dell'algebra ordinaria.
◮ L'identità 15 non si trova nell'algebra ordinaria.Elemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Proprietà dell'Algebra di Boole
◮ L'identità 16 e 17 sono il Teorema di De Morgon.

◮ Si tratta di un teorema molto importante utilizzato perottenere il omplemento di un'espressione.
◮ Il teorema può essere esteso a tre o più variabili:X1 + X2 + . . . + Xn = X1 X2 . . . XnX1 X2 . . . Xn = X1 + X2 + . . . + XnElemento neutro 1. 0 + A = A 2. 1A = AAssorbimento 3. 1 + A = 1 4. 0A = 0Idempotenza 5. A + A = A 6. AA = AComplementazione 7. A + A = 1 8. AA = 0Doppia Negazione 9. A = ACommutativa 10. A + B = B + A 11. AB = BAAssoiativa 12. (A + B) + C = 13. (AB)C =A + (B + C ) A(BC )Distributiva 14. A(B + C ) = 15. A + BC =AB + AC (A + B)(A + C )De Morgan 16. A + B = A B 17. AB = A + B



Espressioni Booleane
◮ Le variabili booleane sono espresse usando le lettereX ,Y ,Z ,A,B ,C , . . .. Si suppone he le variabili booleaneprendano un valore in {0, 1}.

◮ Abbiamo appena utilizzato le variabili booleane nel dare leproprietà dell'Algebra di Boole, he valgono qualunque sia ilvalore sostituito a A, B o C .
◮ A partire dalle ostanti 0 e 1 e dalle variabili booleane,possiamo ostruire espressioni booleane utilizzando leoperazioni di addizione, moltipliazione e negazione.

◮ Esempi di espressioni booleane sono A+ BC , A+ B + C + C ,et.
◮ Una volta assegnato un valore di verità in {0, 1} ad ognunadelle variabili in un espressione booleana, è possibile valutarel'espressione in orrispondenza di tale assegnamento.

◮ E.g., A+ BC
◮ Se A = 0 B = 1 C = 1, allora A+ BC = 1.



Tabelle di Verità
◮ Il valore di un'espressione in orrispondenza di tutti i possibiliassegnamenti è riassunto nella sua tabella di verità.
◮ Una tabella di verità è ostituita da due parti:

◮ nella parte sinistra, vengono riportate tutte le ombinazioni hepossono essere assegnate alle variabili binarie;
◮ nella parte destra, vengono riportati i valori assuntidall'espressione.

◮ E.g., AB + ACA B C AB AC AB + AC0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 00 1 0 0 0 00 1 1 0 0 01 0 0 0 0 01 0 1 0 1 11 1 0 1 0 11 1 1 1 1 1



Tabelle di Verità
◮ Due espressioni booleane (ontenenti le stesse variabilibooelane) si diono equivalenti quando il valore dellerispettive tabelle di verità oinide in ogni riga.
◮ E.g., AB + AC = A(B + C )AB + ACA B C AB AC AB + AC0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 00 1 0 0 0 00 1 1 0 0 01 0 0 0 0 01 0 1 0 1 11 1 0 1 0 11 1 1 1 1 1

A(B + C)A B C B + C A(B + C)0 0 0 0 00 0 1 1 00 1 0 1 00 1 1 1 01 0 0 0 01 0 1 1 11 1 0 1 11 1 1 1 1



Manipolazioni Algebrihe
◮ Un modo molto semplie per trasformare un'espressionebooleana in un'altra espressione ad essa equivalente onsistenell'impiego delle proprietà algebrihe dell'algebra booleana.

◮ Se si dimostra he esiste una atena di uguaglianze (indottedalle proprietà dell'algebra booleana) he permettono dirisrivere un'espressione in un'altra, allora le due espressionisono equivalenti.
◮ In questo modo è possibile, in partiolare, sempli�areun'espressione booleana data in un'espressione più semplie(ma equivalente).
◮ Esempi: AB + AC = A(B + C )ABC + ABC + AC = AB(C + C ) + AC

= AB · 1 + AC
= AB + AC



Funzioni Booleane
◮ Date n variabili booleane A1, . . . ,An, una funzione booleanaassoia un assegnamento di verità per un'altra variabile F adogni assegnamento di verità alle variabili A1, . . . ,An.
◮ Un modo espliito per de�nire una funzione booleana onsistenel dare la sua tavola di verità, he elenherà il valore di F perogni possibile valore di verità per A1, . . . ,An.
◮ E.g., una funzione F de�nita sulle 3 variabili A, B e C :A B C F0 0 0 00 0 1 00 1 0 10 1 1 01 0 0 01 0 1 01 1 0 11 1 1 1

◮ F assume il valore 1 quando:A = 0 B = 1 C = 0A = 1 B = 1 C = 0A = 1 B = 1 C = 1



Funzioni Booleane
◮ Data una funzione booleana, il suo omplemento è de�nitoome la funzione booleana (sulle stesse variabili) he vale 0quando la funzione di partenza vale 1 e, vieversa, vale 1quando la funzione di partenza vale 0.
◮ E.g., la stessa funzione introdotta in preedenza:A B C F0 0 0 00 0 1 00 1 0 10 1 1 01 0 0 01 0 1 01 1 0 11 1 1 1

◮ F assume il valore 1 quando:A = 0 B = 0 C = 0A = 0 B = 0 C = 1A = 0 B = 1 C = 1A = 1 B = 0 C = 0A = 1 B = 0 C = 1



Dalle Espressioni alle Funzioni
◮ Ad ogni espressione booleana E può essere assoiata unafunzione booleana F , he si india spesso on:F = E
◮ Il valore della funzione F su un assegnamento di verità allevariabili booleane in E sarà sempliemente il valore di E inorrispondenza di tale assegnamento.
◮ Esempi: F = A + BCF = A(B + C) + AB
◮ In generale, espressioni booleane diverse possonoorrispondere alla stessa funzione booleana.

◮ Ad esempio, le tabella di verità di F = AB + AC e diF = A(B + C ) sono uguali.
◮ Più in generale, tutte le espressioni equivalenti orrispondonoalla stessa funzione.



Dalle Funzioni alle Espressioni
◮ Un letterale è una variabile booleana oppure la negazione diuna variabile booleana.

◮ X , X , Y , ...
◮ Data una funzione booleana, si può sempre ostruire unaespressione booleana orrispondente (tra le tante possibili).
◮ In partiolare, si può proedere onsiderando ogni riga dellatabella di verità relativa alla funzione di partenza.
◮ Si assoia ad ogni riga il prodotto di letterali ad essaorrispondente.
◮ L'espressione he erhiamo sarà una somma di prodotti diletterali. Se la funzione vale 1 in una erta riga, allora ilorrispondente prodotto di letterali farà parte della somma.Vieversa, se la funzione vale 0 in una erta riga, allora ilorrispondente prodotto di letterali non farà parte della somma.
◮ In questo modo si possono ottenere espressioni booleane moltoomplesse...

◮ ... he possono però essere sempli�ate tramite l'uso delleproprietà.



Dalle Funzioni alle Espressioni
◮ Consideriamo la funzione booleana introdotta in preedenza.
◮ In orrispondenza di ogni riga della tabella di verità, sriviamoil prodotto di letterali:A B C F0 0 0 0 A B C0 0 1 0 A B C0 1 0 1 A B C0 1 1 0 A B C1 0 0 0 A B C1 0 1 0 A B C1 1 0 1 A B C1 1 1 1 A B C
◮ Le righe in ui F vale 1 sono la terza, la penultima e l'ultima.Possiamo quindi onludere he l'espressione booleana he iinteressa è ABC + ABC + ABC
◮ Utilizzando le proprietà dell'algebra booleana otteniamo:F = ABC + ABC + ABC = ABC + AB

= B(A C + A)



Dai Ciruiti alle Funzioni
◮ Ad ogni usita di ogni rete ombinatoria orrisponde unafunzione booleana.

◮ Prima di tutto assoiamo n variabili booleane A1, . . . ,An agli ningressi e una variabile F all'usita he i interessa.
◮ Per ogni assegnamento di valori di verità alle variabili booleaneA1, . . . ,An, il orrispondente valore di F sarà quello ottenutovalutando il iruito.
◮ In questo modo, si possono assoiare funzioni booleane ad ogniusita del iruito. Diremo he il iruito in questioneimplementa tali funzioni booleane.

◮ Una volta ostruita una funzione, si potrà poi riavareun'espressione booleana



Dai Ciruiti alle Funzioni: Esempio
⇒

A B C D0 0 0 00 0 1 00 1 0 00 1 1 01 0 0 01 0 1 11 1 0 11 1 1 1
⇓ABC + ABC + ABC

◮ Assoiamo 3 variabili booleane A, B , C agli ingressi.
◮ Assoiamo 1 variabile booleana D all'usita.
◮ La tabella di verità è ottenuta valutando il iruito.
◮ La funzione de�nita dalla tabella da l'espressione booleana.



Dai Ciruiti alle Funzioni: Esempio
⇒

A B C D0 0 0 00 0 1 00 1 0 00 1 1 01 0 0 01 0 1 11 1 0 11 1 1 1
⇓ABC + ABC + ABC

◮ Due iruiti si diono equivalenti se implementano la stessafunzione.



Dalle Espressioni ai Ciruiti
◮ Ad ogni sequenza di espressioni booleane sulle stesse variabiliorriponde un iruito.

◮ Data un'espressione booleana E ontenente le variabilibooleane A1, . . . ,An, un iruito on n entrate e un'usita sipuò ostruire seguendo la struttura di E .
◮ La funzione implementata dal iruito sarà la funzioneorrispondente ad E .
◮ Partendo da una sequenza di espressioni, si potrà ostruire unsingolo iruito on più usite.

◮ Per ottenere le espressioni booleane di partenza, si puòproedere appliando ad altrettante funzioni booleane laproedura vista in preedenza.
◮ In questo modo, si può passare da n funzioni booleane su mvariabili ad un iruito on m ingressi ed n usite.



Dalle Funzioni ai Ciruiti: Esempio
A B C

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

M

0

0

0

1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

0

1

1

1

(a) (b)

ABC

A

A

B

C

B C A

A

B C

ABC

ABC

ABC

M

1

4

8

5

6

7

B
2

C
3

⇓ ⇑ABC + ABC + ABC + ABC
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