Sulla scia del sogno di Leibniz

Boole, nella prospettiva del “sogno” di Leibniz, 

· studia le leggi fondamentali delle operazioni della mente per mezzo delle quali si attua il ragionamento 

· le riformula con un linguaggio simbolico di un calcolo

· per fondare la scienza della logica.

E’ un principio generale del linguaggio (non solo di quello matematico) che sia consentito di usare simboli per rappresentare qualunque cosa si scelga che essi devono rappresentare.

In logica matematica, l’algebra di Boole è una parte dell’algebra nella quale i valori delle variabili sono vero e falso (spesso denotati con 1 e 0); le operazioni fondamentali di questa algebra sono unione, disgiunzione e negazione.

Questa algebra è stata introdotta nel 1854 da George Boole col titolo di An Investigation of the Laws of Thought; egli intendeva infatti ricavare possibili indicazioni sulla natura e sulla costituzione della mente umana.

Boole ha dimostrato che la deduzione logica poteva essere trattata come un ramo della matematica.

De Morgan ha sviluppato queste idee ampliando le operazioni/funzioni di questa algebra; in seguito, col contributo determinante di Shannon, l’algebra di Boole è diventata fondamentale per la descrizione astratta dei circuiti digitali e la costruzione dei computer. 
Se X è la classe dei cavalli e Y è quella delle cose bianche X*Y è la classe dei cavalli bianchi.

Che cosa rappresenta la classe X*X ?

Soluzione: la classe dei cavalli che sono cavalli è la classe dei cavalli, ergo  

X*X = X 
ed è vera solo per X = 0 e per X=1. 

L’algebra della logica è l’algebra ordinaria limitata a due valori.

Le operazioni + e * possono essere interpretate 

come unione e intersezione se le variabili rappresentano insiemi;

come le due congiunzioni “o” “e”  se le variabili sono predicati.

0 + 0 = 0

0 + 1 = 1

1 + 0 = 1

1 + 1 = 1

0 * 0 = 0

0 * 1 = 0

1 * 0 = 0

1 * 1 = 1

X + (1-X) = 1

X*(1-X) = 0

A + B = B + A; 
A*B = B*A

(A + B) + C = A + (B + C); 
(A * B) * C = A * (B * C)

(A+B)*C = A*C+B*C 
x + (x *y) = x

x *(x + y) = x

x + (1-x) = 1

x *(1-x) = 0

Teoremi Algebra Booleana (de Morgan):

not (A * B) = not A + not B

not (A + B) = not B * not A 
In verità l’algebra di Boole era ancora un po’ banale, perché ragionava su predicati (o classi) fissi. 

BOOLE

Boole inventa il primo linguaggio artificiale applicato alla logica.

L’algebra applicata alla logica è l’algebra ordinaria limitata ai due valori 0 e 1. 

0*X=0  1*X=X  

0+X = X  1+X=1  

X+(1-X) = 1

X*(1-X) =0  la contraddizion che non consente!

Il principio di non contraddizione di Aristotele  (non possono  essere contemporaneamente vere una proposizione e la sua contraria) ottenuto come risultato di un calcolo! 

Questa algebra può essere applicata per operazioni tra insiemi, per valutare la verità di proposizioni e per dedurre proprietà logiche (sillogismo).

Tutti gli X sono Y


X(1-Y) = 0
<=> 
X = XY

Tutti gli Y sono Z


Y(1-Z) = 0
<=>
Y = YZ

----------------------

Tutti gli X sono Z


X = XY = X(YZ) = (XY)Z = XZ  <=>  X(1-Z) = 0 

Tutte le deduzioni logiche prodotte con sillogismi possono essere descritte col linguaggio di Boole e essere ottenute con calcoli della sua algebra: questo è il primo risultato parziale positivo nella prospettiva ipotizzata da Leibniz, positivo, ma parziale. Infatti, la proposizione <tutti gli studenti bocciati sono pigri o stupidi> non è  del tipo tutti gli X sono Y e non può quindi essere scritta col linguaggio di Boole.

Dall’algebra di Boole alla logica matematica.

FREGE

Per ottenere un sistema logico per descrivere tutte le inferenze deduttive della matematica Frege introduce simboli speciali usabili per analizzare la struttura di una singola proposizione. Per questo introduce i quantificatori universale e esistenziale per cui le due proposizioni

Tutti i cavalli sono mammiferi e alcuni cavalli sono purosangue diventano
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 (x)(se x è un cavallo allora x è un mammifero)
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(x)(x è un cavallo e x è un purosangue).

La proposizione tutti gli studenti bocciati sono pigri o stupidi,  posto


B(x)  per x è uno studente bocciato


S(x) per x è uno studente stupido


P(x)  per x è uno studente pigro 

diventa
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S(x) o P(x))

Da questi esempi si vede che Frege non sta solo elaborando un trattamento matematico della logica, ma di fatto sta creando un nuovo linguaggio artificiale (Begriffsschrift) col quale scrivere inferenze logiche come operazioni  eseguibili su simboli  in modo meccanico (cioè senza la necessità di capirne il significato).

Il linguaggio di Frege è un ulteriore passo avanti rispetto al progetto di Leibniz: consente, in linea di principio, di descrivere tutti i ragionamenti  (matematici), ma non garantisce di raggiungere un risultato concreto in un tempo finito.

Frege introdusse (1879) nell’algebra logica il concetto di variabile

per ogni x, Se X è vero allora Y è vero;

esiste un x tale che: Se x è vero, allora z è vero

Cioè non ragioniamo più su predicati fissi, ma su predicati variabili che si possono affermare 
1) su tutte le entità di un certo insieme – quantificatore universale; 
2) per almeno un elemento dell’insieme – quantificatore esistenziale.

Frege, Russell e Hilbert 

RUSSELL

Nei Principia Mathematica viene presentato un sistema di logica simbolica capace di realizzare il programma di Frege di riduzione dell’aritmetica alla logica pura senza incorrere nei paradossi.

Secondo Poincaré, nei Principia Mathematica si ammette la possibilità di ridurre la matematica a mero calcolo (il sogno di Leibniz).  

 Principia Mathematica , sistema formale, calcolo dei predicati, logica del primo ordine, e … Prolog.   

HILBERT (VON NEUMANN)

Si può fare tutta la matematica con la logica del primo ordine  (col Prolog, linguaggi di programmazione)?

Pone due problemi:

1. Dimostrare che la logica del primo ordine era completa: cioè dimostrare che ogni formula valida poteva essere derivata con la logica del primo ordine;

2. trovare un metodo che, data una formula della logica del primo ordine, sia in grado di decidere , in un numero finito di passi (definiti ed effettivi) se la formula è o non è valida; in altri termini, dimostrare che il problema della decisione( Enscheidungsproblem) è risolubile con un algoritmo. 

Hilbert immagina un linguaggio simbolico puramente formale (un linguaggio ndi programmazione?);  quindi vuole dimostrare che per ogni inferenza valida esiste una derivazione della conclusione dalle premesse scritta,  passo dopo passo, esprimibile in questo linguaggio. 

(Frege/Russell/Hilbert, il calcolo dei predicati del primo ordine e, in prospettiva il Prolog)

Esempio. Siano date le due inferenze seguenti

a) Chiunque ami è felice, W ama S quindi W è felice

b) I predatori hanno denti aguzzi, i lupi predano le pecore, quindi i lupi hanno denti aguzzi

Hilbert vuole dimostrare che se una inferenza è tale che per ogni interpretazione delle lettere presenti nelle formule tale che quando le premesse siano enunciati veri anche la conclusione è vera allora è possibile passare dalle premesse alla conclusione usando le regole del suo linguaggio (Frege/Russell/Hilbert…il Prolog).

In questo caso, il programma per eseguire la derivazione è il seguente.

Le inferenze a) e b), posto 

1) A(U,V)  [con A(U,V) interpretabile come U ama V  oppure come  U preda V]

2) F(U)  [interpretabile come U è felice oppure come U è un predatore]

posso essere riscritte in questo modo:

c) Per ogni x se esiste un y tale che A(x,y ) allora F(x), 

Il calculemus di Leibniz/Frege/Russell/Hilbert è il seguente

(Ax))((Ex) A(x,y) => F(x))

A(U,V)

------------------------------- 

F(U)

Wir muessen wissen, wir werden wissen.

Goedel e Turing

GOEDEL

Goedel , nella tesi di dottorato, risolve positivamente il primo problema di Hilbert.

Dimostra (per assurdo scrivendo un programma!) che l’Enscheidungsproblem non può avere soluzione positiva. 

TURING 

Introduce un linguaggio di programmazione di basso livello (la Macchina Universale di Turing) esempio concreto formalmente definito di linguaggio alla Frege/Russell/Hilbert; con questo linguaggio è possibile scrivere programmi, algoritmi, macchine di Turing. Con questi strumenti si definisce la classe dei problemi calcolabili (risolubili con un programma, algoritmo, macchina di Turing) e mostra che esistono problemi non Turing-calcolabili; con questo viene mostrato costruttivamente che l’Enscheidungsproblem non è risolubile. 

Alan Turing: On Computable Number with an Application to the Enscheidungsproblem.

Alonzo Church: An unsolvable Problem of  Elementary Number Theory.

