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Capitolo 12La struttura delle comunicazioni
tra agenti

12.1. Introduzione

I modelli ad agenti interagenti fanno sì che le componenti microsco-
piche di un sistema – gli agenti – si incontrino formando delle strutture
d’interazione che possono anche essere molto rilevanti per il comporta-
mento macroscopico del sistema. Da un punto di vista matematico ciò cor-
risponde a un grafo stocastico i cui nodi sono gli agenti e i cui archi sono le
comunicazioni tra essi. Di conseguenza, la conoscenza di alcune proprietà
dei grafi stocastici può essere utile per progettare un modello ad agenti,
immaginare alcuni suoi possibili risultati e comprendere quali caratteristi-
che dei comportamenti individuali influenzano maggiormente il risultato
collettivo.

Le proprietà dei grafi stocastici esposte in questo capitolo sono state
derivate in parte da simulazioni, in parte dall’osservazione di rari casi em-
pirici nei quali la rete di relazioni tra le componenti di un sistema è ben
nota. In entrambi i casi, le osservazioni empiriche o computazionali sono
state successivamente integrate da formalizzazioni matematiche.

In generale, la parola «rete» sarà riservata alle strutture di relazioni os-
servate empiricamente, mentre la parola «grafo» sarà utilizzata in riferi-
mento alla loro descrizione matematica. Per semplicità, ma anche perché
in generale la disponibilità di informazioni empiriche riguardo alla dire-
zione delle comunicazioni è molto rara, l’esposizione sarà limitata ai grafi
non orientati.

12.2. La componente gigante

Si consideri un grafo di cui siano dati inizialmente n nodi. In sequenza,
si prendano in considerazione tutte le possibili coppie di nodi e con pro-

Guido Fioretti
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babilità p le si colleghi con un arco non orientato. Il grafo stocastico così
ottenuto è detto grafo di Erdös-Renyi [Bollobás, 1985].

Nel grafo di Erdös-Renyi il numero di archi mediamente è pari a p n(n−
1)/2. Quindi all’aumentare di p si ottengono grafi i cui nodi, mediamente,
hanno un numero più elevato di connessioni con gli altri nodi.

La caratteristica più interessante del grafo di Erdös-Renyi è che per p >
1/n quasi tutti i nodi fanno parte di un’unica componente connessa del
grafo, detta componente gigante. La formazione della componente gigante
non è un fenomeno graduale, ma avviene improvvisamente, non appena
si supera la soglia critica. Per questo motivo si parla a questo proposito di
transizione di fase, in analogia alle transizioni tra gli stati solido–liquido–
gassoso.

Si esprima p come p = c/n, dove c ∈ <, c > 0. Si noti che la la presenza
della transizione di fase è sempre più netta all’aumentare della dimensione
del grafo.

• Se c < 1 la dimensione della maggiore componente connessa cresce
con log n all’aumentare di n. Poiché log n < n, all’aumentare della
dimensione del grafo la dimensione relativa della maggiore compo-
nente connessa diminuisce.

• Se c = 1 la dimensione della maggiore componente connessa cresce
con n2/3 all’aumentare di n. Essendo log n < n2/3 < n, all’aumenta-
re della dimensione del grafo la dimensione relativa della maggiore
componente connessa diminuisce, seppure più lentamente che nel
caso precedente.

• Se c > 1 la dimensione della maggiore componente connessa cresce
con n all’aumentare di n. Inoltre, la dimensione delle altre compo-
nenti crescono con log n all’aumentare di n. Quindi in questo caso
la dimensione della maggiore componente connessa riesce a tene-
re il passo con la dimensione del grafo. Al contrario, la dimensione
relativa delle altre componenti diminuisce all’aumentare di n.

È noto che per c > 1, cioè nel caso in cui la componente gigante esiste,
la sua dimensione (d) tende al seguente valore:

[12.1] lim
n→∞

d = αn

dove α ∈ (0, 1) è la soluzione di:

α + e−c α = 1

dove il coefficiente c è quello definito sopra.
Per n sufficientemente grande la 12.1 può essere utilizzata come ap-

prossimazione della dimensione della componente gigante.
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FIG. 12.1. Esempio di un grafo con relazioni esclusivamente locali.

Il grafo di Erdös-Renyi non è un grafo particolare dalle proprietà pato-
logiche. Al contrario, l’improvvisa emersione di una componente gigante è
una caratteristica comune a tutti i grafi stocastici. Dobbiamo quindi aspet-
tarci che, al di sopra di una certa soglia di interazione tra esseri umani o tra
agenti in un modello, quasi tutti siano più o meno direttamente connessi
con quasi tutti gli altri.

12.3. Il mondo piccolo

L’espressione «mondo piccolo» si riferisce ad un esperimento condotto
da Stanley Milgram allo scopo di valutare l’estensione delle reti di cono-
scenze nelle società umane [Milgram, 1967]. Ai partecipanti era consegna-
ta una busta, indirizzata a uno sconosciuto a diverse migliaia di chilometri
di distanza, con l’incarico di passarla a un conoscente. Ogni passaggio do-
veva essere documentato inserendo un’opportuna annotazione all’interno
della busta; la procedura si sarebbe ripetuta finché la busta non fosse arri-
vata a destinazione. Solo la metà delle buste riuscirono arrivare, ma la cosa
sorprendente fu che quelle che arrivarono a destinazione avevano fatto un
numero limitato di passaggi, quasi sempre meno di sei.

Che il numero dei passaggi sia sei sicuramente dipende da fattori par-
ticolari, quali il fatto che sia l’origine sia la destinazione si trovavano nello
stesso paese (gli USA), il fatto che la persona di origine e quella di desti-
nazione appartenevano allo stesso gruppo etnico, ecc. Rimane però il fatto
che le reti di conoscenze umane sono strutturate in modo tale che, se rap-
presentate su un grafo, nessun nodo è lontanissimo dall’altro. Ciò significa
che con qualsiasi sconosciuto noi abbiamo una catena di conoscenze co-
muni che non ci è nota, ma che non è lunghissima. Da qui l’espressione
«mondo piccolo».

La proprietà di «mondo piccolo» è a prima vista sorprendente. Infatti le
nostre conoscenze sono quasi sempre locali, però un grafo corrispondente
a conoscenze esclusivamente locali (fig. 12.1) non è in grado di spiegare la
brevità delle catene di conoscenze.
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FIG. 12.2. Esempio di un grafo con relazioni casuali.
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FIG. 12.3. Esempio di un grafo a topologia «mondo piccolo».

Un grafo i cui archi fossero nati in maniera del tutto casuale, come quel-
lo della fig. 12.2, sarebbe in grado di spiegare la brevità delle catene di co-
noscenze. Ma un grafo del genere si avrebbe solo se le nostre conoscenze
fossero distribuite uniformemente su tutto il globo terrestre e sappiamo
benissimo che non è così.

La fig. 12.3 illustra invece una spiegazione credibile del fenomeno del
«mondo piccolo» [Watts e Strogatz, 1998]. Pur concedendo che quasi tutte
le nostre relazioni siano locali, è sufficiente che all’interno del nostro giro
di conoscenze ci sia almeno una persona che ha almeno un legame lontano
per riuscire a trovare un cammino che colleghi qualsiasi nodo a qualsiasi
altro con un numero di passi limitato.

La proprietà di «mondo piccolo» nasce quindi dalla contemporanea
presenza di:

1. agglomerati di nodi con molte relazioni locali tra di loro;

2. relazioni sparse a lunga distanza.
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Cerchiamo ora di caratterizzare quantitativamente la proprietà di «mon-
do piccolo». Prendiamo in considerazione un grafo G = {N, A}, dove N è
l’insieme dei nodi e A è l’insieme degli archi. Sia n il numero di nodi in G.

Per misurare la proprietà 1 facciamo uso del coefficiente di agglomerazio-
ne. Per ∀i, sia Gi ⊆ G l’insieme dei nodi collegati direttamente con un arco
al nodo i. Sia hi il numero di archi presenti in Gi.

Sia ki il numero di nodi presenti in Gi. Il numero di archi che sarebbero
presenti in Gi se ogni nodo di Gi fosse collegato a tutti gli altri, è ki(ki −
1)/2. Definiamo coefficiente di agglomerazione (clustering coefficient) del nodo
i la seguente quantità:

[12.2] Ci =

{ hi

ki(ki−1)/2 se ki ≥ 2

0 altrimenti

Definiamo poi il coefficiente di agglomerazione del grafo G come la
media dei coefficienti di agglomerazione dei suoi nodi:

[12.3] C(G) =
1

n

n∑

i=1

Ci

Per misurare la proprietà 2 definiamo invece la lunghezza del cammino
caratteristico di G. Per ogni coppia di nodi (i, j) ∈ G, sia dij la lunghezza
del percorso minimo tra i e j misurata dal numero di archi di cui esso si
compone. La lunghezza del cammino caratteristico è:

[12.4] L(G) =
1

n(n − 1)

n∑

i=1

n∑

j=1

dij

dove la seconda sommatoria si intende estendersi solamente a j 6= i.
Il coefficiente di agglomerazione 12.3 e la lunghezza del cammino ca-

ratteristico 12.4 ci permettono di distinguere i grafi con struttura «mon-
do piccolo» dai grafi con connessioni esclusivamente locali, da un lato, e
dai grafi con connessioni casuali, dall’altro. Infatti, queste tre classi di grafi
possono essere distinte secondo lo schema che segue.

• I grafi con connessioni esclusivamente locali sono caratterizzati da
grande C(G) e grande L(G).

• I grafi con struttura «mondo piccolo» sono caratterizzati da grande
C(G) e piccolo L(G).

• I grafi con connessioni casuali sono caratterizzati da piccolo C(G) e
piccolo L(G).
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Ad esempio, utilizzando il coefficiente di correlazione e la lunghez-
za del cammino caratteristico, si è potuto stabilire che le seguenti reti di
relazioni hanno struttura «mondo piccolo»:

• La rete delle collaborazioni tra attori, definite come presenza di di-
versi attori nello stesso film (Internet Movie Database);

• La rete elettrica della costa occidentale degli Stati Uniti, dove i no-
di sono le centrali elettriche e gli archi sono le linee di trasmissione
dell’elettricità;

• Il sistema nervoso del verme C elegans, costituito da circa un centinaio
di neuroni;

• Il World Wide Web, mappato come grafo i cui nodi sono i siti e gli archi
sono gli hyperlinks.

È evidente che la proprietà di «mondo piccolo» è troppo comune per
essere dovuta ad un unico meccanismo di formazione. Essenzialmente,
per molti diversi motivi e in reti diversissime, può accadere che la mag-
gior parte delle connessioni siano locali, ma che esista anche qualche rara
connessione a lunga distanza.

12.4. Le reti scalabili

Si consideri un grafo G(N, A) i cui nodi siano indicati da un indice
i = 1, 2, . . . , n. Definiamo la connettività del nodo ki come il numero di archi
collegati ad i. Chiamiamo connettività k un generico valore assunto dalle ki.
Sia n(k) il numero di nodi che hanno connettività k. Quindi, la distribuzione
della connettività ha in ascissa k e in ordinata n(k). La fig. 12.4 ne chiarisce
il significato, illustrando un esempio.

In generale, nelle reti che troviamo empiricamente i nodi da cui si di-
partono molti archi sono relativamente pochi. Perciò la distribuzione della
connettività è quasi sempre decrescente con k, come nell’esempio illustrato
in fig. 12.4.

Pur essendo la quasi totalità delle distribuzioni della connettività tro-
vate empiricamente decrescenti con k, queste distribuzioni possono essere
anche molto diverse tra loro. In particolare, la pendenza della distribuzio-
ne è molto importante per caratterizzare la struttura del grafo. Minore la
pendenza, maggiore il numero di nodi ad alta connettività.

In particolare, le due distribuzioni della connettività più comuni sono:

1. La legge esponenziale:

[12.5] n(k) = e−βk

dove β ∈ <, β > 0;
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k

FIG. 12.4. Una distribuzione della connettività. Un generico punto di questa distri-
buzione significa, ad esempio, che nel grafo ci sono 10 nodi a connettività
5.

2. La legge di potenza:

[12.6] n(k) = k−γ

dove γ ∈ <, γ > 0.

Differenziare tra la legge esponenziale e la legge di potenza (power law)
è molto importante, perché ci permette di distinguere le reti in cui non ci
sono nodi con un numero di archi molto grande (legge esponenziale) da
quelle in cui questi nodi esistono, e svolgono un ruolo importante nella
diffusione delle informazioni (legge di potenza). Ad esempio, una rete in-
formatica o una rete di relazioni sociali la cui connettività sia distribuita
con una legge di potenza propaga virus più facilmente di una rete la cui
connettività sia distribuita con una legge esponenziale.

Per distinguere empiricamente il caso 12.5 dal caso 12.6 si usa tracciare
la distribuzione della connettività operando, sia sull’ascissa sia sull’ordi-
nata, una trasformazione logaritmica. Infatti, applicando la trasformazione
logaritmica alla 12.5 otteniamo:

ln[n(k)] = −β eln(k)

che essendo esponenziale in ln(k) è sempre inferiore, e per k elevato molto
inferiore, alla funzione lineare in ln(k) che troviamo applicando la trasfor-
mazione logaritmica alla 12.6:

ln[n(k)] = −γ ln(k)

La fig. 12.5 illustra la differenza tra la legge esponenziale e la legge di
potenza sul piano ln(k) − ln[n(k)] ponendo β = γ = 1. Si vede chiaramen-
te che la legge di potenza tende a zero molto più lentamente della legge
esponenziale.
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FIG. 12.5. Un confronto tra la legge esponenziale 12.5 e la legge di potenza 12.6 per
β = γ = 1.

Le reti la cui distribuzione della connettività segue una legge di poten-
za vengono anche dette reti scalabili (scale-free networks). Il motivo è sem-
plicemente che per variazioni di scala di ln(k) la variazione di ln[n(k)] è
costante.

Le reti scalabili godono della proprietà che agglomerando alcuni suoi
nodi scelti casualmente si ottiene una rete che è ancora scalabile. La pro-
prietà di scalabilità può quindi essere vista come la possibilità di «zooma-
re» una rete mantenendone inalterate le caratteristiche di connettività.

Le reti a distribuzione esponenziale della connettività sono molto co-
muni, dalla rete autostradale alla rete ferroviaria a tutte quelle situazio-
ni dove non esistono nodi che coagulano intorno a sé la maggior par-
te del traffico. Inoltre, qualsiasi rete generata collegando casualmente un
insieme di nodi – ad esempio, la rete di Erdös-Renyi che abbiamo visto
visto nel par. 12.2. – ha una distribuzione della connettività distribuita
esponenzialmente.

Ma anche gli esempi di reti scalabili sono moltissimi. Quello che segue
è un elenco molto parziale [Barabási, 2003].

• Il World Wide Web con i siti come nodi e i link come archi, una re-
te che abbiamo già visto avere anche una struttura del tipo «mondo
piccolo».

• Il grafo delle collaborazioni scientifiche, dove i nodi sono gli scien-
ziati e dove un arco esiste se due scienziati hanno fatto almeno una
pubblicazione insieme.
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• Il grafo dei rapporti sessuali occasionali mensili (si noti che per cal-
colare la distribuzione della connettività non è necessario sapere a
quali nodi è connesso ciascun nodo, informazione in questo caso non
disponibile, ma solo il numero di archi che si dipartono da ogni no-
do).

• Il grafo del trasporto aereo, dove i nodi sono gli aeroporti e gli ar-
chi indicano l’esistenza di almeno un collegamento aereo tra due
aeroporti.

• Il grafo delle interazioni tra le proteine generate dal DNA, dove le
proteine sono i nodi e le reazioni chimiche gli archi.

L’elenco potrebbe continuare e suggerire che anche la proprietà di sca-
labilità sia molto diffusa. In realtà occorre tener presente che quest’impres-
sione è in parte dovuta alle modalità di misurazione.

Infatti nelle analisi empiriche una rete è detta «scalabile» se anche so-
lo lungo 2-3 ordini di grandezza la distribuzione della connettività segue
una legge di potenza. Spesso, al di là di quell’intervallo la distribuzione
crolla bruscamente a valori molto bassi, oppure prosegue con un decadi-
mento esponenziale. Questo significa che molte reti che sono classificate
come scalabili lo sono solo all’interno di un intervallo ben delimitato, op-
pure hanno in realtà una distribuzione della connettività esponenziale con
un coefficiente β molto piccolo.

Questa considerazione però non cambia il dato di fatto suggerito dalle
analisi empiriche, vale a dire che un gran numero di reti hanno un note-
vole numero di nodi con grado di connettività molto elevato. Quindi, ana-
logamente alle reti del tipo «mondo piccolo», anche le reti scalabili sono
in grado di diffondere informazioni molto velocemente. Il caso della dif-
fusione dei virus ne è un esempio, e non a caso tra le reti riportate sopra
compaiono la rete dei rapporti sessuali occasionali e il World Wide Web.

In linea di principio l’insieme delle reti scalabili è contenuto nell’insie-
me delle reti che godono della proprietà di «mondo piccolo». Si possono
cioè concepire delle reti che godono della proprietà «mondo piccolo» ma
che non sono scalabili, mentre tutte le reti scalabili devono godere della
proprietà di «mondo piccolo».

Infatti una rete i cui nodi abbiano tutti all’incirca lo stesso numero di
archi non è scalabile, ma se quasi tutti gli archi collegano nodi vicini con
alcune eccezioni per pochi collegamenti a lunga distanza, questa rete gode
della proprietà di «mondo piccolo». D’altro canto, in una rete scalabile esi-
stono molti nodi che hanno un grande numero di archi e, al limite, almeno
un nodo che è connesso a tutti gli altri. Quindi una rete scalabile non può
non godere della proprietà di «mondo piccolo».

Nella pratica dell’analisi empirica delle reti le cose sono un pò diverse.
Infatti, poiché una rete è classificata come scalabile anche se la sua distribu-
zione della connettività segue una legge di potenza in un intervallo di soli
2-3 ordini di grandezza, se la rete non ha nodi con connettività superiore
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all’estremo di quell’intervallo e se le connessioni sono tutte locali, allora
una rete classificata come scalabile non gode della proprietà di «mondo
piccolo». È però vero che le reti di tipo «mondo piccolo», ma non scalabi-
li, oppure scalabili ma non «mondo piccolo», sono molto poche. La quasi
totalità delle reti che godono di una di queste due proprietà, gode anche
dell’altra.

Esistono molti meccanismi che possono generare una rete scalabile. Il
più semplice è il collegamento preferenziale (preferential attachment) suggerito
da Barabási e Albert [1999].

Sia dato un grafo che al tempo to dispone di no nodi. Ad ogni istante di
tempo successivo sia aggiunto al grafo un altro nodo, connesso ad uno dei
nodi preesistenti. Quindi al tempo t > to risulteranno aggiunti aggiunti al
grafo n = t nodi. Se la probabilità che al tempo t+1 il nodo n+1-esimo che
viene aggiunto al grafo si colleghi al precedente nodo i assume la seguente
forma:

[12.7] pi(t + 1, n + 1) =
ki(t, n)

∑n
j=no+1 kj(t, n)

allora la rete risultante è scalabile.
La regola di crescita 12.7 dice semplicemente che se un nodo ha molti

archi, ne riceverà ancora di più. Ad esempio, un sito verso il quale molti
altri siti hanno un link, probabilmente ne attrarrà ancora di più. Un risto-
rante che ha un buon numero di clienti tende ad attrarne degli altri, e così
via.

Si dimostra che se una rete cresce seguendo la regola 12.7, allora la sua
distribuzione della connettività segue una legge di potenza con γ = 3.
In generale le reti scalabili scoperte in natura hanno però un esponente
inferiore, spesso all’interno dell’intervallo [2, 2, 5].

In effetti, l’algoritmo di crescita della connettività per collegamento pre-
ferenziale esprime una condizione sufficiente, ma non necessaria, per ge-
nerare una rete scalabile: in alcuni casi empirici si è potuto appurare che la
legge di potenza della distribuzione della connettività derivava da mecca-
nismi più complessi.

Si tenga anche presente che nella maggior parte dei casi la 12.7 è co-
munque valida solo finché n e t si mantengono al di sotto di un certo livel-
lo. Ad esempio, il numero di rapporti sessuali occasionali mensili non può
andare oltre certi limiti fisiologici, il numero di collegamenti aerei offerti
da un aeroporto raggiunge un limite oltre il quale si preferisce costruire un
altro aeroporto e così via. Ciò concorre a spiegare il fatto che in generale
la distribuzione della connettività segua una legge di potenza solamente
all’interno di un intervallo limitato.
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FIG. 12.6. Il nodo i, pur avendo connettività ki = 2, è tale che la sua rimozione
spezzerebbe il grafo nelle due componenti A e B.

12.5. Comunità in rete

In molte applicazioni può essere utile individuare, in una rete, dei sot-
toinsiemi di nodi maggiormente connessi tra loro. Ad esempio, in un’anali-
si delle comunicazioni per posta elettronica tra i dipendenti di una grande
impresa può essere interessante capire quali gruppi di persone comunica-
no maggiormente tra loro, e verificare se queste «comunità» coincidono o
meno con i reparti e i flussi di informazioni previsti dall’organigramma.
Un modello ad agenti potrebbe voler riprodurre la formazione di queste
comunità, ad esempio per studiare in che misura la loro struttura dipende
dalle caratteristiche degli individui che le compongono.

Esistono e sono continuamente sviluppati molti algoritmi per l’indivi-
duazione di comunità all’interno di una rete. In questa sede non ci occu-
piamo di questi algoritmi, la cui esposizione occuperebbe troppo spazio,
ma della teoria disponibile per valutare ex ante la possibilità di individuare
comunità in diversi tipi di reti.

Per individuare i gruppi di nodi più strettamente connessi tra loro oc-
corre individuare quei nodi tali che, se uno di loro venisse tolto, il grafo
si spezzerebbe in due o più componenti isolate. Indubbiamente questo è
il caso dei nodi ad alta connettività, ma alle volte anche dei nodi a bassa
connettività possono godere di questa proprietà. La fig. 12.6 ci mostra un
esempio di un nodo a bassissima connettività la cui rimozione spezzerebbe
un grafo in due componenti distinte.

Prendiamo in considerazione un grafo connesso composto da n nodi.
Allo scopo di individuare i nodi che tengono insieme il grafo, definiamo in
questo modo la infracentralità (betweeness centrality) o carico (load) sul nodo
i [Barthélemy, 1998]:

[12.8] gi =
2

(n − 1)(n − 2)

∑

s6=i6=t

σsit

σst
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FIG. 12.7. Aggiungendo un solo arco al grafo della figura 12.6, l’infracentralità del
nodo i diminuisce.

dove σst è il numero di cammini minimi tra s e t e σsit è il numero di
cammini minimi tra s e t che passano per i. La betweeness centrality definita
nella 12.8 è tale che gi ∈ [0, 1].

Nel caso mostrato in fig. 12.6, l’individuazione delle due comunità A
e B è immediata. Ciò avviene perché i nodi all’interno di A e B sono mol-
to connessi tra loro. Quindi l’infracentralità è in qualche modo legata alla
connettività, anche se questo legame non può essere riferito al singolo nodo
ma deve piuttosto essere inteso in senso statistico.

Se invece il grafo è tale che il nodo i viene cortocircuitato da altri cam-
mini minimi la separazione delle due regioni A e B è meno ovvia. La fig. 12.7
illustra la situazione: aggiungendo un solo arco al grafo della fig. 12.6, l’in-
fracentralità del nodo i diminuisce. Inoltre, la sua capacità di separare le
due regioni A e B non dipende in modo semplice dal fatto che i nodi all’in-
terno di A e B hanno un’alta connettività in quanto le loro connessioni non
sono tutte interne alla loro regione. Tutto ciò è accaduto perché l’arco che è
stato inserito ha creato dei cicli.

Indichiamo con g il generico valore dell’infracentralità e con k il gene-
rico valore della connettività. Cerchiamo una relazione tra la distribuzione
della connettività e la distribuzione dell’infracentralità.

Come abbiamo visto nel par. 12.4., la connettività è in generale distri-
buita con legge esponenziale oppure con legge di potenza. Per quanto ri-
guarda la distribuzione dell’infracentralità, si è trovato empiricamente che
essa è ben approssimata da una legge di potenza:

[12.9] n(g) ∝ g−δ

dove δ ∈ < e dove n(g) indica il numero di nodi che hanno infracentralià
g.

Si noti che poiché la 12.9 non è una relazione di eguaglianza, ma una
relazione di proporzionalità, non ci dice quanti nodi hanno un particolare
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valore di infracentralità. Ad esempio, se δ = 2 la 12.9 implica che il nu-
mero di nodi ad infracentralità g = 0, 1 è proporzionale a 100, il che si
può scrivere n(0, 1) = 100 a, dove a è una costante ignota. Analogamen-
te, possiamo dire che n(0, 2) = 25 a. Da queste due relazioni segue che
n(0, 1)/n(0, 2) = 4, cioè che il numero di nodi che hanno infracentralità 0, 1
è 4 volte maggiore del numero di nodi che hanno infracentralità 0, 2.

La 12.9 è sufficientemente generale da descrivere la distribuzione di g
in ogni rete, ma ogni tipo di rete è caratterizzato da un diverso valore di
δ. Nel caso delle reti scalabili si ha che δ = δ(γ). In particolare, se la rete
scalabile è stata ottenuta per collegamento preferenziale come specificato
dalla 12.7, si ha che δ = 2.

Per sapere con quanta facilità riusciremo ad individuare comunità semi-
autonome all’interno di una rete con una particolare distribuzione della
connettività, dobbiamo collegare la distribuzione dell’infracentralità g alla
distribuzione della connettività k. Tentiamo con la seguente relazione, che
vedremo in seguito essere convalidata dai dati empirici:

[12.10] g ∼ kη

dove η ∈ <.
Si noti che la 12.10 è una relazione di similitudine. Essa non dice che ∀

nodo i si ha che gi è uguale a kη
i , ma che la distribuzione di g è uguale alla

distribuzione di kη.
Se la 12.10 viene accettata, allora si dimostra che nel caso particolare

delle reti scalabili il coefficiente η soddisfa la seguente relazione:

[12.11] η =
γ − 1

δ − 1

dove γ è stato definito nella 12.6 e δ nella 12.9.
In generale però il coefficiente η assume valori diversi in diversi tipi di

reti. Ad ognuno di questi valori corrisponde una diversa distribuzione del-
l’infracentralità e di conseguenza una maggiore o minore difficoltà ad indi-
viduare delle comunità all’interno della rete. Si propongono in conclusione
alcuni casi.

• Se il grafo è un albero, cioè non ha cicli, individuare delle comunità
e separarle l’una dall’altra è particolarmente semplice. Si può dimo-
strare analiticamente che se il grafo è un albero, allora η = 2. La dimo-
strazione si basa sul fatto che tutti i cammini minimi che passano per
un nodo di un albero sono unici e che il numero medio di cammini
minimi che passano per un nodo è proporzionale a k(k − 1) ≈ k2.

In reti che non sono alberi i cammini minimi che passano per un nodo
possono non essere unici, per cui nella 12.8 possono esistere termini
σsit/σst < 1. Pertanto in ogni rete che non è un albero l’infracentralità
è minore che negli alberi. Ne segue che in generale è:
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η ≤ 2

con η = 2 se il grafo è un albero.

Nel caso particolare in cui l’albero è anche una rete scalabile si può
utilizzare la 12.11, la quale nel caso specifico diventa δ = (γ+1)/2. Se
inoltre si sa che questa rete scalabile è stata ottenuta per collegamento
preferenziale (eq. 12.7) possiamo porre γ = 3 e quindi otteniamo δ =
2, in ottimo accordo con i dati sperimentali.

• Se il grafo è casuale, come ad esempio il grafo di Erdös-Renyi che
abbiamo visto nel par. 12.2., il coefficiente di agglomerazione 12.3 è
generalmente molto piccolo. Indicativamente, se C(G) < 1/n otte-
niamo ancora η ≈ 2.

Questo caso è quindi molto simile al precedente. È improbabile che
qualche nodo abbia connettività molto elevata ed il grafo è quasi del
tutto privo di cicli. Pertanto anche in questo caso l’individuazione di
comunità non pone difficoltà.

• In generale η < 2 e quindi l’identificazione di comunità è resa difficile
dalla presenza di cicli. Quindi la quantità (2 − η) fornisce un’indica-
zione della difficoltà di identificare comunità.

Se la rete è scalabile si può usare ancora la 12.11. Utilizzando la con-
dizione η < 2 otteniamo in questo caso:

δ >
γ + 1

2

dove γ può essere noto, ad es. γ = 3 se la rete è stata costruita per
collegamento preferenziale (12.7).

In conclusione, l’individuazione di comunità all’interno di una rete è
un’operazione che comporta comunque un certo grado di arbitrarietà se
nella rete esistono cicli. La verifica preventiva degli indicatori presentati
in questo paragrafo può dare un’indicazione circa l’affidabilità del risul-
tato fornito da un algoritmo che cerca di individuare sottoinsiemi di nodi
maggiormente connessi tra loro piuttosto che al resto del grafo.
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