Esempi di derivazioni

Novembre, 2004

LOGICHE ENUNCIATIVE

LOGICA POSITIVA P

Schemi d’assiomi:

All A—>(B— A

Al2 (A-(B—->0C)—>((A->B)—>(A—=0))

A21 AAB-— A
A22 AANB - B
A23 (A-B)»((A->C)=>(A—>BAQ))
A31 A AVBEB
A32 B— AVB
A33 (A—=0C)—= ((B=C)=(AVB—=0))

Regola di inferenza:

A A— B

—————— (Modus ponens)
B

LOGICA MINIMALE M

P+ A51 (A— B)— ((A——-B)) > —-A4)

LOGICA INTUIZIONISTA I

P+ A52 A— (-A— B)

LOGICA CLASSICA C

I+A453 —A—- A



Teorema 0.1 (di deduzione) Sia L D P.
Ai,...,Ap, AL B sse Ai,...,A,FpL A—> B

Dim. Vedi la dispensa sul teorema di deduzione.

Alcuni TEOREMI della logica POSITIVA

Usando il teorema di deduzione siamo in grado di ripresentare in modo
piu diretto le dimostrazioni di alcuni schemi che abbiamo gia dimostrato nella
dispensa su ‘Logica del primo ordine’ senza fare uso di tale teorema perche tali
schemi servivano proprio per la sua prova.

P1 Ao A
1 A A Ass.
1* 0 F Ao A Teor.deduz.

P2 A-((A— B)— B)

1 A/A—-B F A Ass.

2 F A—B Ass.

3 + B MP:1,2

1* A  (A->B)— B Teor.deduz.
< F A— ((A— B)— B) Teor.deduz.

P3 (A—-(A—-B))—>(A—-B)

1 A A-(A- B) F A Ass.

2 F A— (A— B) Ass.

3 F A> B MP:1,2

4 - B MP:1,3

1* A— (A— B) H A->B Teor.deduz.

1 0 F (A->(A—->B)) > (A— B) Teor.deduz.

P4 (A-B)—- ((C—-A) — (C—B))

1 A—-B,C—AC F C—oA Ass.

2 F C Ass.

3 F A MP:1,2

4 F A—>B Ass.

3 F B MP:3,4

1 A-B,C—- A F C—B Teor.deduz.
1 A- B F (C—-A)— (C—-B) Teor.deduz.
1 0 F (A - B) - (C - A) — Teor.deduz.

(C = B))

P5 A—-B—-0)—=>(B—=>A=0)



1 A-(B-C(C),B,A F A= (B—-0)
2 +F B
3 F A
4 F B=C
3 F C
1* A-(B—-C),B F A->C
1 A= (B—C) F B— (4= 0)
179 -
(4—C)
P6 (A-B)»>(B—-0C)—=(4A—-0))
1 A—-B,B—~C/A F A—- B
2 F A
3 F B
4 F B—~C
3 F C
1* A—-B,B—~C F A->C
1 A- B F (B=C)—=(A—0)
17 H
(A= Q)
Pr (A-B)»(A->(B—>0C)—> (4A—-0))
1 A-BA—->B—-C),A F+F A—B
2 F A
3 F B
4 F A (B—-C)
5 F B->C
6 F C
1* A+ B,A—>(B—C() F A>C
1" A= B =
179 F
(A= Q)
P8 (A-(B—-C)—>(AAB—-C)
1 A-(B—-C),AANB F AAB
2 F A
3 F B
4 F A—-(B—0)
5 F B—>C
6 F C
1* A (B—-0) F AANB—=C
) F
P9 A—-(B— AAB)

A—- B—-0)—> (B=—

(A—- B) » ((B—>0C) —»

A= (B->0C)=>(A-0)

Ass.

Ass.

Ass.
MP:1,3
MP:2,4
Teor.deduz.
Teor.deduz.

Teor.deduz.

Ass.

Ass.
MP:1,2

Ass.
MP:3.,4
Teor.deduz.
Teor.deduz.

Teor.deduz.

Ass.

Ass.

MP:1,2
Ass.

MP:2,4
MP:3,4
Teor.deduz.
Teor.deduz.

(A—> B) - (A—> (B— C) —» Teor.deduz.

A-(B—->C)—»(AANB—= ()

Ass.

A2.1:1
A2.2:2

Ass.
MP:2,4
MP:3,5
Teor.deduz.
Teor.deduz.
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P13
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ANANB

B - (AAB)
A— (B—> AAB)

T T T T T

A->B-0)—>({(C—-D)—> (A= (B— D))

A—-B—-C),ABC— F A—(B—=0)
D

A—>(B—C),AC—D
1" A (B—C),C—>D
1 A-(B—C)

0

ANB— C,AB

AANB—C,A
AANB = C

0

A

B—~C

B

C

C—D

D

B—D

A— (B— D)
(C—D)— (A— (B— D))
(A-> (B —-0C) > (C—->D)—
(A— (B — D)))

T T T TTTTTTT

(AAB—->C)—=(A— (B—=0))

ANB = C

A

B

ANANB

C

B—-C

A— (B-=0)
(AAB—=-C)—= (A= (B—0))

T T T T T T T T

ANBVC)—= (AAB)V(AANC)

F A—-(B— AAB)
F A-(C—ANCQ)
F A—[(BVC) = (AAB)V(AAQ))
F AA(BVC)— (AAB)V(AAC)

(AAB)V(ANC) = AA(BVC)

Ass.

Ass.
A2.3:1,2
Teor.deduz.
Teor.deduz.

Ass.

Ass.
MP:1,2
Ass.
MP:3,4
Ass.
MP:5,6
Teor.deduz.
Teor.deduz.
Teor.deduz.

Teor.deduz.

Ass.

Ass.

Ass.
A2.3:2,3
MP:1,4
Teor.deduz.
Teor.deduz.
Teor.deduz.

P9

P9
A3.3:1,2
IMP:3



O© 00O Utk Wi+

AANB— A

AANB—- B

ANB—-BvC(C
AANB - AN(BVC)
ANC = A

ANC - C

ANC—>BvC
ANC = AN(BVO)
(AAB)V(ANC) - AN(BVC)

T T T T T T TTT

P14 Av(BAC)—= (AVB)A(AV(O)

© 00 O Ui LN

A— AVB

A—AvC
A—-(AVB)A(AV(C)
BAC—=C

BAC— AvVC

BAC— B

BAC — AVB

BAC - (AVB)A(AVCO)
AV(BAC) = (AVB)A(AVC)

T T T T T TTTT

P15 (AVB)A(AVC)—= AV (BAC)

~N O U W N

C— (B—CAB))

C—(B— (AV(CAB))

A— (Av(CAB))

C—-> (A= (Av(CAB)))
C—-(AVB— (AV(CAB)))
A— (AVB — (AVv(CAB)))
(AvC)—=> (AVB = (Av(CA
B)))
(AVC)A(AVB) = (AV(CAB))

T T T T T TT

T

Alcuni TEOREMI della logica MINIMALE

Le seguenti regole sono direttamente ammissibili in M:

M2

M3

A— B A— B

(Regola associata all’assioma A5.1)
-A

C - (A- B) D — (A—-B)

CAD — —-A

(A— (BA-B)) - -4

A21
A2.2
A3.1:2
A2.3:1,3
A21
A2.2
AA3.2:6
A2.3:5,7
A3.3:4,8

A3.1
A3.1
A2.3:12
A2.2
A3.2
A2.1
A3.2
A23
A3.3:3.8

P9
A3.2:1
A3.1
Al.1:3
A3.3:4,2
A3.1
A3.3:5,6

SP:7



A—)(B/\—lB)

e L

* 0
M4 (A — ﬂA) — A

A—-A

* 0
M5 (—|A - A) — ——A
-A— A

M6 (A———A)

M7 (A—>B)—)(ﬁB—)—|A

1 A— B,-B
2

3

4

1* A— B

1+ 0

T T T T T T T T T

T T T T

™ T T

~—

T T T T T T

M8 (A—-B)— (B—-A)

(A = B) = (B = ——A)

(—1A — —|B) — (B — —1—|A)

A—)(B/\—!B)

A— B

A — -B

-A

(A— (BA-B)) —» A

A—-A
A—- A

-A
(A—)ﬁA)—>—|A

-A— A

-A— A

_|_|A

(A= A) - A

A— (mA—> A)
(A= A4) -4
A— A

-B

A— -B

A— B

-A

-B = —-A

(A— B) » (-B — -A)

Da MT (per rimpiazzamento) e M6. Esercizio.

M9 A— (-A— -B)

1
2
3

|_
|_
|_

A— (B— A)
(B— A) -5 (A — -B)
A—)(‘!A—)—!B)

Ass.
A21+4+T
A22+4+T
A5.1:2,3
Teor.deduz.

Ass.
identita
A5.1:1,2
Teor.deduz.

Ass.
identita
A5.1:1,2
Teor.deduz.

Al.l
M5
T:1,2

Ass.

Al.1:1

Ass.
A5.1:2,3
Teor.deduz.
Teor.deduz.

Al1
M7
T:1,2



MI10 (A A-A)

1 F
2 F
3 F

MIl  ——~(AV-A)

UL W N
T T T T T

~—

T W N
T T T T T

M13 (-=AA-B)+ -(AVB

T T T T T T 2

O T LN

T W N
T T T T T

M14 AAB - —~(-AV-B)

1 F
2 F

M15 AVB — —(-AA-B)

1 F
2 F

M16 (A — B)— —-(AA-B)

AN-A— A
AN-A— —-A
—(AN-A)

A— AVv-A
-A— AV -A
~(AV-A) = -4
—|(A \Y —|A) — ——A
—|—|(A V —|A)

AANB — A
—|A—>_|(A/\B)
ANB— B

-B — —(AA B)
(—AvV-B) - -(AAB)

—“AN-B — -A

A= ~(=AA-B)
-AAN-B — —-B

B — —|(—|A/\ﬁB)
(AV B) - =(=AA-B)
(mAA-B) - —(AV B))

A— AVB
~(AVB) - -B
B—- AVB
—|(AVB) — B
—|(AVB) — —A-B

(mAV -B) - -(AAB)
AANB — —(-AV-B)

—|A/\—|B—)—|(AVB)
AV B — —~(—=AA-B)

A2.1
A2.2
A5.1:1,2

A3.1
A3.2
M7:1
M7:2
A5.1:34

A2.1
M7:1
A2.2
M7:3
A3.3:24

A2.1
MS8:1
A2.2
M8:3
A3.3:24
MS8:5

A3.1
M7:1
A3.2
MT7:3
A3.3:24

M12
MS8:1

M.13
M7 + M6
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M17

M18

M19

M20

[ TR g

M21

(=B U

AN-B

T T T T T T T T T

AN-B

A

-B

A— ((A—-B)—> B)
(A—-B)—> B
—|B—)—|(A—)B)
A/\—|B—)—|(A—)B)
(A—)B)—)—!(A/\—!B)

Fu AA-B — —(A — B) Esercizio.

Fum AV B — (mA = —-B) Esercizio.

Fu (A = B) - -—(—AV B) Esercizio.

—1—|—1A — —|A

—|—|—|A

0

(+—(A = B) A ~A)

T T T T T

TTTTTT |

T

|_
|_
|_

A—--A
A
A— ———A
-A
—-——A = —A

--B
(A— B) = (=B — —A)
-B — [(A — B) = —A4]
-—A = ((A—= B) = --A)
-—AAN-B— _|(A — B)
-=A - (-B - ~(4 - B))
-—(A - B) - (=B —
—|—1(A — B))
-—AA--(4A— B) = B
(—|—|A — ﬁA) — =4
——A - —-A
(—|—|A — —|A) — —A

Ass.
A2.1:1
A2.2:2

Modus PonensX
MP:2,4
MT7:5
MP:3,6
Teor.deduz.
M8:1*

M6

Ass.

Al1.1:2
A5.1:1,3
Teor.deduz.

M7
SP:1
Al.1l
M2:2,3
EXP:4
Al1

M2:5,6

M5
M20
T:1,2

Sia T =g p = p per qualche prefissata costante enunciativa p e L=gr =T

M23

(A—>l)—>-A



T
A>T

-1
A—-1
(A—>1)—>-A

S W N =
T T T T T

def. di T e identita
def. di T e identita
def di L e M6:1
Al1.1:2

Ab5.1:4

Dai lemmi M4 e M22 si ottiene che se & teorema della logica A - BV B — A
e dunque anche (wA — —==A) V (=—A — —A) allora & teorema —A V ——A.

Alcuni TEOREMI della logica INTUIZIONISTA
Il -A— (A— B) Esercizio.

12 (AA-A) - B Esercizio.

I3 (AvB)— (mA— B)

1 F A— (-A—- B)
2 F B— (-A— B)
3 F (AVB)—> (mA— B)

I4 (-AVvB)— (A—- B)

1 F -A— (A—- B)
2 F B—(A— B)
3 F (mAVB)— (A— B)

I5 Av(BA-B)— A

1 F A= A
2 F (BA-B)— A
3 F AV(BA-B) = A

I6 (A—-l)e-A

1 F (A—>1)—> -4
2 F mA->(A—> 1)

18 i (—|—|A — A)

—|(ﬁ—|A — A) —|(—|—|A — A)

A— —|(—|ﬁA — A)

A— (ﬁ—|A — A)

-A

-A — (—|—|A — A)

—A - A

—1(—|—|A — A) - (—I—|A — A)
—|—|(—|—|A — A)

— O Ut LN
T T T T T T TT

N
*

A5.2
Al
A3.3

Il
Al1l
A3.3

identita
12
A3.3:1,2

M21
Il

Ass.

Al.1:1

Al
A5.1:2,3
A5.2
MP:4,5
Teor.deduz.



Alcuni TEOREMI della logica CLASSICA

noindent C1

—|(A \Y —|A)

T T T T T T T TT

AV —A Terzo escluso

A— AVv-A

—(AvV-A)

A ~(AV -A)

-A

AV -A

~(AV —~4) = (AV —A)
—|(A \% —|A) — —|(A V —|A)
(A V-A)

AV -A

C2 AV (A — B) Legge di Tarski

|_
|_
|_

Av-A
-A— (A— B)
AV (A—- B)

C3 ((A— B)—> A) > A Legge di Peirce

}_
|_
|_
l_
l_
l_

O T LN

A—=[((A—- B) > A) - 4]
(A—->B)—-AANA—->B)— A
(A->B) = [((A—= B) —» A) > 4]
[(AV(A—= B)] = [((A—- B) = A) —» 4]
AV (A — B)

(A—->B)—>A) - A

C4 (A— B)+ (mAV B) Legge di Filone

A— B/A

1% 0

|_

T T T T T T T TTT

(-AVB)— (A—- B)

A—B

A

B

-AV B
A—-AVB
-A—>-AVB
(AV—|A) —)(—|AVB)
(AV—|A)

-AV B

(A—> B)—> (mAVB)

C5 (-A—> A) - A Consequentia mirabilis

10

A3.1

Ass.

Al.1:2
A5.1:1,3
A3.2:4
Teor.deduz.
identita
A5.1:1*2*
A5.3:3*

C1
I1
T:1,2

Al.l

Modus Ponens
EXP + SP
A3.3:1,3

Legge di Tarski
MP: 4,5

I4

Ass.

Ass.

MP:1,2
A3.2:3
Teor.deduz.
A3.1
A3.3:5,6
Terzo escluso
MP:3*, 4*
Teor.deduz.
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I seguenti schemi NON sono teoremi della logica intuizionista:
(=B —»-A) > (A— B)
(A= B)—> (-B— A)
—(-=AV-B) - (AAB)
—(=AA-B) - (AV B)
-(AA-B) = (A— B)

-A— A

T T T T T

0

—“A— A
—A— -A
—-—A

A

(~FA—>A) - A

A— BV B — A Legge di confrontabilita

T T T T T

(A—> B) & (-B— -A)

-(AAB) = (mAV -B)

-(AAB) F
|_
|_
|_
|_
|_
|_
|_
|_

o -

(FA—-1l)—> A
|_
|_
|_
noindent

A— (B— A)
-A— (A— B)

(Av-A) > (A->B)v(B— A)

AV -A
A—- BVB—A

Contrapposizione

(A— B) = (=B — —A)

(—|B — ﬁA) — (—|—|A — —|—|B)
(—|B — ﬁA) — (A — —|—|B)

(-B - —-A) - (A— B)

-(AAB)

(AANB) »L

A— (B—l)

A—-B

A — (mAV-B)

—-A — (mAV-B)

(A \% —|A) — (—|A V _|B)
AV -A

-AV-B

—-(AAB) = (mAV -B)

(FA—=>1)—> A
—A - A
(nA—=1)—> A

11

Ass.
Identitaa
A5.1:1,2
A5.3:3
Teor.deduz.

Al.l

11

A3.3:1,2
Terzo escluso
MP:3,4

M7

M7
M6:1
A5.3:2

Ass.

I1:1

EXP:2

M21 + T:3
A3.2 + T:4
A3.1
A3.3:5,6
Terzo escluso
MP:7,8
Teor.deduz.

M23
A5.3
T:1,2



(A—> B) - (mAVB)
A—-BVB— A

Av-A

AV (A - B)

(A= A)—- A
(A-B)—-A) - A
—A— A

(FA—->1)—> A
(BAN-A)—-L)—>(B— A

12



LOGICHE PREDICATIVE

Con PQ, M@, IQ e K denotiamo il calcolo predicativo ottenuto aggiungendo
agli assiomi enunciativi di, rispettivamente P, M, I e C' gli assiomi e le regole
per i quantificatori qui riportate.

Assiomi

A6 VeA —+ A

A7 A — 3dzA

A— B
X—)Va:;
A—> B
dzA - B
A

Alt/)

purché = non sia
libera in A

purché z non sia
libera in B

purché t sia libero
per z in A

noindent PQ  VaVyA — VyVz A

> L N =

MQ Jz-A - —VzA

1
3

K -VzA — Jz—-A

SO W N

MQ Vz-A — -3zA

VyA — A

VeVyA — A
VeVyA — VA
VeVyA — VyVz A

T T T T

T

VA — A
F =4 - -VzA
b Hz—A = =VzA

—A — Jdx-A
—-Jz-A - ——-A
—-Jz-A = A
—dzr—-A = VzA
-VzA — ——3Jz-A
—-VzA — dz—A

T T T T T T

13

Generalizzazione
posteriore (GP)

Particolarizzazione
anteriore (PA)

Sostituzione di
variabili libere (SV)

A6

GA:1
GP:2
GP:3

A6
M7:1
PA:2

A7

M7:1
A5.3
PA:3
M7:4
A5.3



[\V]

MQ

[ I R N

MQ

N

MQ

N

PQ
PQ
PQ
PQ
PQ
PQ

F A— dzA A7

F —dzA - -A M7:1

F —dzA - VA GP
—JdzA — Vz-A

F VA — —A A6

Fo—=—A = VA M7:1

F A— V-4 M6:2

F 3JzA — -Vz-A PA:3

F —=Vr—-A - —-dzA MT7:4

F Vz—A — —-dzA M6:5
VeA — —3Jz—-A

b dz—A = =VzA MQ

F —=VzA —» —-Jz-A M7:1

F VzA — —-Jx—-A M6:2

—dz—A - VzA

F —=dz—-A — Vz——A MQ

F —3z-A4 - VzA A5.3
JdxA = —Vz—-A

b Vz-A — —3zA MQ

o —a=dzdA —- =Vz-A M7:1

F dzA — —Vz—A M6:2

-Vz-A — dzA
F —Vz-A — Jdz——A MQ
F —Vz-A — JzA4 A5.3

Vz(A A B) & VA AVzB Esercizio.
Jz(AAB) —» 3zAA3zB Esercizio.
dz(A A B) —» 3zAA B purché z non libera in B. Esercizio.
dz(AV B) + dzA vV IzB Esercizio.
VzAVVYzB — Vz(AV B) Esercizio.

Vz(AV B) = VAV B purché z non libera in B.

14



1
2
3
4
)
6
7
1*
2*
3*
4*

1**

F (A — VzB) +— Vz(A — B), z non libera in A

— oW N =

=W N =

F (A — J3zB) +— Jz(A — B), z non libera in A

1
2
1*
2*

= O 00 g0 Ut ik W N -

FVz(A(z) = B) +—

-B,Vz(AV B) -

-B,Vz(AV B) - \7’$(A V B)
-B,Vz(AVB)F AV B
-B,Vz(AV B)F (AV B)A—-B
-B,Vz(AV B) F (A VB)A-B = A
-B,Vz(AV B) F

-B,Vz(AV B) F V;UA

Vz(AV B) F B — VzA

Vz(AV B) F —-—BVVzA

Vz(AV B)+ BV VzA

Vz(AV B) FVzAV B

FVz(AvV B) > VzAV B

A - VzB(z) F A - VzB(z)

A = VzB(z) F VY2B(z) — B(z)
A - VzB(z) A — B(x)

A = VzB(z) F V(A — B(x))

F A — VzB(z) = Vz(A — B(z))

z(A — B(z)) F Vz(A — B(z))
Vz(A — B(z)) F A — B(x)
z(A — B(z))

(z

z)) F A - VzB(z)
FVz(A— B

)) = (A - VzB(z))

A — B(z) - A — B(z)

A — B(z)+ A— JzB(x)

F (A — B(z)) = (A - JzB(x))
F3z(A — B(z)) = (A — JzB(x))

A— JzB(z)F AV (A — B(z))

A — JzB(z) F3z(AV (A — B(z)))
A — JzB(z)F AV 3z(A — B(z))
A — JzB(z) + A — JzB(x)

A — JzB(zx
A — JzB(zx

F B(z) - (A — B(z))
F B(z) — J3z(A — B(x))

A — FzB(z) b 3zB(z) — qz(A — B(z))

A — JzB(z) F 3z(A — B(z))
F (A — JzB(z)) — Jz(A — B(xz))
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(z)
(z)
:
A — JzB(z) F 3zB(z) V z(A - B(x))

(z)
(z)
(z)

)

(3zA(z) — B), z non libera in B

Ass.

Ass.

A6.2
dale3
tautologia
MP: 4,5

G: 6
Teor.deduz.
da 1*

da 2*

da 3*
Teor.deduz.

Ass.

A6

T:1,2

G:3
Teor.deduz.

Ass.

A6:1

GP: 2
Teor.deduz.

Ass.

PP: 1
Teor.deduz.
PA: 1

Tautologia

A7: 1

Distr. 3 su V: 2
Ass.

dade3

a fortiori

PP: 6

PP: 6

dabe8
Teor.deduz.



*

N~ W N

*

= =g O ULk W N

) FVz(A(z) — B)
Y- A(z) - B

) 3zA(z) - B

B) — (FzA(z) —» B)

(A(z) - B) = (VzA(z) — B)
Jz(A(z) —» B) — (VzA(z) — B)

(z) - BFVzA(z) » B
(z) - B+ -B — —VzA(z)

VzA(z) - B+ —VrA(x) - Jz—-A(x)

VzA(z) - BF —B — Jz-A(x)

VzA(z) - BF (=B — dz-A(z)) — Jz(—-B - -A(z)
(SL') — Bk HJE(—!B — —|A(;L'))

VzA(z) - B F 3z(A(z) - B)

F (VzA(z) - B) — 3z(A(z) — B)

F 3z(32B(z) — B(z))

1
2
3

F (3zB(x) — JzB(z)) —» Jz(FxB(x) — B(x))
F dxB(z) — 32B(z)
F Jdz(JzB(z) — B(z))

F 3z(B(z) — VzB(z))

1
2
3

F (VeB(z) — VzB(z)) — Jz(B(z) — VzB(x))
FVaeB(z) - VzB(z)
F 3z(B(z) — VzB(z))
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Ass.

A6: 1

PA: 2
Teor.deduz.

Ass.

A7

T:1,2

G:3
Teor.deduz.

Ass.

A.6

T:1,2
Teor.deduz.
PA: 1

Ass.
M7: 1

T:2,3

gia dimostrato
T:4,5

C7: 6
Teor.deduz.

gia dimostrato
Tautologia
MP: 1,2

gia dimostrato
Tautologia
MP: 1,2



